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Am fünften November des Jahres 1879 war Maxwell durch einen 
frühzeitigen Tod der Wissenschaft entrissen worden, auf welche er 
einen so bedeutenden Einfluß ausgeübt hat. Nicht ohne ein Gefühl 
der Wehmut folgen wir den Fortschritten, welche die Wissenschaft 
seitdem gemacht hat und welche auf dem Gebiete der elektrischen 
Erscheinungen zum großen Teile auf den von ihm gewiesenen Pfaden 
sich vollzogen haben. Von welcher Bedeutung die von Maxwell ver- 
tretenen Theorieen auch für die wissenschaftliche Arbeit in unserem 
Vaterlande geworden sind, ist durch die glänzenden Entdeckungen 
von Hertz auch einem weiteren Kreise zum Bewußtsein gekommen; 
trotzdem sind seine Arbeiten nicht so bekannt, wie es im Interesse 
unserer wissenschaftlichen Entwickelung zu wünschen ist, und wir 
begrüßen daher mit besonderem Danke die vorliegende Ausgabe 
der zerstreuten wissenschaftlichen Abhandlungen, durch welche die 
Universität Cambridge in Verbindung mit anderen Freunden und 
Bewunderern dem ersten Inhaber ihrer neuen Lehrkanzel für Ex- 
perimentalphysik und dem Begründer des Cavendish-Laboratoriums 
ein so schönes und würdiges Denkmal gesetzt hat. Das Fol- 
Sende ist bestimmt, eine übersichtliche Darstellung der in den vor- 
liegenden Bänden enthaltenen Arbeiten Maxwells zu geben, ge- 
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ordnet nach den Gebieten der Physik, welche ihren Gegenstand 
bilden. 


Elecetriceitätslehre. 

Das Werk, an welches uns Maxwells Name zuerst erinnert und 
welchem er in erster Linie die Anerkennung verdankt, die wir ihm 
zollen, ist sein »treatise on electrieity and magnetism«; es ist be- 
greiflich, daß durch diese zusammenhängende Darstellung das Inter- 
esse für die einzelnen Abhandlungen, welche Maxwell auf dem Ge- 
biete der -Elektrieität veröffentlicht hat, vermindert worden ist. Die 
vorliegende Ausgabe, in welcher die Elektrieität durch 14 Abhand- 
lungen auf 278 Seiten vertreten ist, wird Veranlassung bieten, zu 
den ursprünglichen Quellen hinabzusteigen, welche die allmähliche 
Entwickelung der in dem Treatise niedergelegten Gedanken aufdecken 
und welche zumal in der Darstellung der allgemeinen Principien, 
aber auch in mancherlei Einzelheiten der Ausführung genug des 
Wertvollen und Eigentümlichen enthalten, was nicht in’ das größere 
Werk mit übergegangen ist. Die erste der Abhandlungen, On Fara- 
days Lines of Force, wurde am 10. Dec. 1855 und 11. Febr. 1856 
der Cambridge Philosophical Society vorgelegt. In der Einleitung 
führt Maxwell aus, daß es schon aus ökonomischen Gründen not- 
wendig ist, die Resultate, zu welchen die experimentelle Erforschung 
eines ausgedehnteren Gebietes von Erscheinungen geführt hat, zu 
vereinfachen und auf eine Form zu reducieren, in welcher sie der 
Verstand zu umfassen und das Gedächtnis zu bewahren vermag. 
Geschieht dies durch rein mathematische Formeln, so liegt die Ge- 
fahr nahe, daß man die Erscheinungen selbst aus den Augen ver- 
liert; geschieht es durch specielle physikalische Hypothesen, so bil- 
den diese ein Medium, durch welches gesehen die Thatsachen nicht 
in ihrer wahren Gestalt erscheinen, welches nur zu leicht gegen die 
Thatsachen verblendet und zu falschen über die Wahrheit hinaus- 
gehenden Schlüssen verleitet. Maxwell setzt daher den beiden Me- 
thoden entgegen die Methode der physikalischen Analogieen, welche 
mit physikalischen Ideen operiert, ohne eine bestimmte physikalische 
Hypothese anzunehmen. In der vorliegenden Abhandlung ist es die 
Analogie zwischen den Strömungslinien einer inkompressibeln Flüssig- 
keit und den Kraftlinien, welche Maxwell benutzt, um zu zeigen, 
daß die Sätze, zu welchen die Annahme fernwirkender elektrischer 
oder magnetischer Fluida führt, auch aus der  Faradayschen Con- 
ception der Kraftlinien entwickelt werden können. Die imaginäre 
Flüssigkeit, welche zu Hülfe gerufen wird, um das System der Kräfte 
zu repräsentieren, besitzt keine Trägheit; sie bewegt sich in einem 
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widerstehenden Mittel so, daß die in der Richtung der Strömung 
vorhandene Druckdifferenz durch den der Geschwindigkeit propor- 
tionalen Widerstand des Mittels kompensiert wird. Erstreckt sich 
die Flüssigkeit überall ins Unendliche und ist in derselben eine Ein- 
heitsquelle gegeben, so ist die Geschwindigkeit in einem Abstand » 


1 k j 2 Re } 
von der Quelle vo = ——., der Druck ——. Die Geschwindigkeit 
4er? dar 


der Flüssigkeit entspricht demnach der elektrischen Kraft, der 
Druck dem mit % multiplicierten Potentiale. Die Aenderung, welche 
in der Richtung der Strömungslinien an der Grenze zweier Mittel 
nit verschiedenen Widerstandscoöffieienten eintritt, entspricht den 
Aenderungen der Kraftlinien an der Grenze zweier di6lektrischer 
Körper. Das Potential eines elektrischen oder auch eines magne- 
tischen Systems auf sich selbst ist proportional der Arbeit, welche 
bei der Bewegung der imaginären Flüssigkeit geleistet wird; mit 
den Aenderungen, welche diese Arbeit durch Einführung eines 
Körpers von größerem oder kleinerem Widerstande erleidet, stehn 
die magnetischen und diamagnetischen Wirkungen , wie sie von Fa- 
raday durch eine bessere oder schlechtere Leitungsfähigkeit der 
Körper für die Magnet-Kraftlinien erklärt worden sind, in un- 
mittelbarer Beziehung. Der zweite Teil der Abhandlung, welcher 
Sich von dem bisherigen durch die Art der Darstellung nicht un- 
wesentlich unterscheidet, beschäftigt sich mit den Gesetzen des 
Elektromagnetismus. Hier werden zunächst »Quantität« und 
»Intensität< als Eigenschaften eines elektrischen Stromes 
definiert, und es wird damit eine Terminologie geschaffen, welche in 
einigen neueren Arbeiten in allgemeinerem Sinne wieder aufgenom- 
inen worden ist. Die Quantität des elektrischen Stromes wird be- 
Stimmt durch die Strömungscomponenten a,, d,, c,, die Intensität 
durch die Componenten der elektromotorischen Kraft &, Br; F3, Wo 
dann «, = k,a,, ß, = k,b,, 9, —= k,c,. In derselben Weise wird 
die Quantität der magnetischen Induktion bestimmt durch 
die 3 aus dem Potentiale zu berechnenden Componenten a,, b,, ec, 
der magnetischen Kraft, die Intensität derselben durch die Compo- 
nenten der in einem flachen Hohlraume wirkenden Kraft PR 1 E 2 


es bestehn wieder die Beziehungen «, — May hen 
wo k, = 1+4rx, wenn wir durch x den von Neumann eingeführ- 


ten Ooöfficienten der magnetischen Induktion bezeichnen. Es wird 

ferner mit Bezug auf die Einheit der Strömungsquantität eine spe- 

cielle Festsetzung getroffen, durch welche die Beziehung zwischen 

den magnetischen und elektrischen Größen eine besonders einfache 

wird. Bei einem geschlossenen Stromkreis wird nämlich die Quanti- 
32 * 
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tät der Strömung gleich dem Integralwert der magnetischen Kraft 
für eine den Stromkreis einmal umschlingende Curve gesetzt; da- 
durch ergeben sich die wichtigen Beziehungen 


a, _M 5 — oy, _0a 5 Öa, OB, 
e AT Od Tu On 


Auf demselben Wege, welchen Helmholtz in seiner Abhandlung 
über die Erhaltung der Kraft eingeschlagen hat, werden für die Com- 
ponenten der elektromotorischen Kraft die Ausdrücke abgeleitet 


1 de, 2:6 1 dß 1 dy, 
a, Pa TE ET 


Die Funktionen «,, ßs, 9, welche mit den Componenten der magne- 
tischen Kraft durch die Gleichungen 
MB, 5,07 5, _ 9m _80, ‚07 00, OB, „OV 


Ei b de, Du 


a—= — — =- 
x 02 oy DON * 00x 0% OA vi öy Öx I 


zusammenhängen, betrachtet Maxwell als den mathematischen Aus- 
druck des von Faraday eingeführten elektrotonischen Zustandes und 
bezeichnet sie als Componenten der elektrotonischen In- 
tensität. Den Schluß der Abhandlung bildet die Lösung einer 
Reihe von Problemen, welche sich auf den Magnetismus von Kugeln 
und Kugelschalen, die elektrotonischen Funktionen sphärischer Elektro- 
magnete und sphärischer Induktoren, sowie die Induktion in leiten- 
den Kugelschalen beziehen, welche in einem magnetischen Felde 
rotieren. 

Während die im Vorhergehenden besprochene Abhandlung die 
geometrischen Eigenschaften und nicht die physische Natur der Kraft- 
linien betrachtet, wird in der folgenden >on Physical Lines of 
Forcje< der Versuch gemacht, eine mechanische Theorie der Spannungen 
und Bewegungen zu entwerfen, welche in einem Medium vorhanden sein 
müssen, um die Erscheinungen der magnetischen Anziehung und im 
Zusammenhang damit die Phänomene des Elektromagnetismus und 
der Induktion zu erzeugen. Um zunächst die Abstoßung gleich- 
namiger, die Anziehung ungleichnamiger Magnetpole zu erklären, 
muß angenommen werden, daß in dem Medium, welches der physische 
Träger der Kraftlinien ist, der Druck längs der Kraftlinien geringer 
ist als senkrecht zu denselben. Der Ueberschuß des Druckes in der 
letzteren Richtung wird erklärt aus der Centrifugalkraft von Mole- 
kularwirbeln, deren Rotationsaxen durch die Kraftlinien gebildet 
werden. Maxwell berechnet auf Grund dieser Annahme die Compo- 
nenten der auf ein beliebiges Flächenelement wirkenden Spannung, 
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und hieraus mit Hülfe der bekannten Formeln der Elastieitätstheorie 
die Componenten der auf ein Volumelement wirkenden Kraft. Es 
ergibt sich, daß diese letztere in vier Componenten sich auflöst, von 
welchen die erste der Wirkung auf einen Magnetpol, die zweite der 
Wirkung auf einen magnetisch oder diamagnetisch erregbaren Kör- 
per entspricht; die dritte Componente repräsentiert die Wirkung 
elektrischer Ströme, die vierte die eines einfachen hydrostatischen 
Druckes. Der erste Teil der Aufgabe ist damit erledigt und es ist 
das Resultat gewonnen, daß die genannten Wirkungen ihre mecha- 
nische Deutung finden in der Annahme, daß die Kraftlinien Rich- 
tungen kleinsten Druckes sind, ein Resultat, welches unabhängig ist 
von jeder speeiellen Annahme über die Ursache des Druckes. Be- 
trachtet man aber die Molekularwirbel als die Ursache der Druckdiffe- 
renz, so muß die Geschwindigkeit am Umfange jedes Wirbels der 
magnetischen Kraft, die Dichtigkeit der Wirbelmaterie der induktiven 
Capaeität (1 + 47x) proportional gesetzt werden. Der zweite Teil 
der Abhandlung beschäftigt sich nun mit der Frage, wie die Wirbel 
in Bewegung gesetzt werden, wie es kommt, daß sie sich um elek- 
trische Ströme und Magnete in der bekannten Weise der Kraftlinien 
ordnen, welches also der Zusammenhang der Wirbel mit den elek- 
trischen Strömen ist. Maxwell hat sich später in seinem Treatise 
selbst dahin ausgesprochen, daß der specielle Mechanismus, welchen 
er ersonnen hat, um diese Frage zu beantworten, nicht für ein 
wahres Bild der Erscheinungen zu halten sei, sondern nur für ein 
Beispiel eines mechanischen Systems, welches mit der thatsächlichen 
Verknüpfung der verschiedenen Teile des elektromagnetischen Feldes 
in gewissem Sinne äquivalent ist. Wie bei einer Maschine zwei Rä- 
der, welche sich in demselben Sinne drehen sollen, von einander ge- 
trennt werden durch eine lose Rolle, so denkt sich Maxwell die Mo- 
lekularwirbel von einander getrennt durch Schichten von Teilchen, 
welche wie die losen Rollen sich drehen können, deren Mittelpunkte 
aber außerdem einer translatorischen Bewegung fähig sind. Setzt 
man nun die Translationsgeschwindigkeit der Teilchen gleich der hal- 
ben Differenz der Geschwindigkeiten, welche die von ihnen beider- 
seits berührten Wirbel besitzen, so ergeben sich in der That die be- 
kannten Formeln, durch welche die Componenten einer elektrischen 
Strömung dargestellt werden mit Hülfe der Differentialquotienten der 
magnetischen Kraft. Der elektrische Strom würde also durch die 
fortschreitende Bewegung der die Wirbel trennenden Teilchen bedingt 
sein. Ist kein Strom vorhanden, so genügen die Componenten der 
Wirbelgeschwindigkeit «, ß, y der Bedingung, daß «de + Bdy + ydz 
ein vollständiges Differential ist, d.h. es existiert ein magnetisches 
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Potential. Eine elektromotorische Kraft auf die Teilchen des Zwischen- 
mediums wird ausgeübt, sobald die Geschwindigkeit der Wirbel zeit- 
lichen Aenderungen unterliegt. Sind P, Q, R die ( Componenten der 
elektromotorischen Kraft, so ergeben sich für einen ruhenden Körper 
die Beziehungen: 


09 OR d«e OR Beh a Be Te aa 09 dy 


ray an ia te u aa 
Wird eine Schicht der Zwischenteilchen plötzlich in fortschreitende 
Bewegung versetzt, so wird die Rotationsgeschwindigkeit der von 
ihnen berührten Wirbel vermehrt oder vermindert, es entstehn elek- 
tromotorische Kräfte in den nächstliegenden Zwischenschichten und 
hiedurch werden die Teilchen derselben in einem der ursprünglichen 
Translation entgegengesetzten Sinne verschoben, was dem bekannten 
Gesetze der Voltainduktion entspricht. Die elektromotorischen Kräfte, 
welche auf bewegte Conduktoren ausgeübt werden, folgen aus den 
Aenderungen, welche die Geschwindigkeiten der Molekularwirbel er- 
leiden, sobald ein Volumelement des die Wirbel enthaltenden Me- 
diums irgend welchen Deformationen unterworfen wird. Bei konstan- 
tem Volumen bewirkt eine Dehnung in der Richtung der Kraftlinien 
eine Vermehrung, eine Compression in derselben Richtung eine Ver- 
minderung der Rotationsgeschwindigkeit. Bewegt sich ein gerad- 
liniger Draht durch ein homogenes magnetisches Feld wie ein fester 
Körper in einer inkompressibeln Flüssigkeit, so lassen sich die Ver- 
änderungen der Wirbelgeschwindigkeit aus den Deformationen des 
Wirbelmediums berechnen; die daraus folgenden elektromotorischen 
Kräfte stimmen überein mit den bekannten Gesetzen der Voltainduktion. 

Eine weitere Complikation der im Vorhergehenden enthaltenen 
Annahmen wird in dem dritten Teile der Abhandlung eingeführt, um 
die Erscheinungen der statischen Elektrieität aus den Ver "änderungen 
in dem die geladenen Conduktoren umgebenden Dielektrikum zu er- 
klären. Die zellenförmigen Körperchen, welche in dem Falle eines 
magnetischen Feldes um die ihre Mittelpunkte verbindenden Kratt- 
linien rotiren und welche von einander durch die zwise henliegenden 
Schichten der elektrischen Teilchen getrennt sind, werden als voll- 
kommen elastisch betrachtet, so daß jede taugentiale Verschiebung 
der elektrischen Teilchen eine Deformation jener Zellen zufolge hat; 
die dieser entsprechende elastische Reaktion wirkt dann in umge- 
kehrtem Sinne auf die elektrischen Teilchen. Wird die Ursache, 
durch welche die elektrischen Teilchen verschoben wurden. aufge- 
hoben, so nehmen die Zellen ihre ursprüngliche Form wieder an und 
die elektrischen Teilchen kehren in ihre ursprüngliche Lage zurück. 
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Bezeichnen wir die elektromotorische Kraft durch R, die ihr ent- 
sprechende elektrische Verschiebung bezogen auf die Volumeinheit 


durch Ah, so ergibt sich: R= —4nE’h, wo E? = zm und m die 
von Kirchhoff mit — 2X bezeichnete Elastieitätskonstante. Sind nun 


P, @, R die rechtwinkligen Componenten einer gegebenen elektro- 
motorischen Kraft, f, 9, A die entsprechenden elektrischen Verschie- 
bungen, so wird durch die letzteren in dem Medium eine Energie 
U—= —ı)(Pf+0g+ Rh)öV erzeugt, wo durch $V ein Volum- 
element bezeichnet ist. Der Ausdruck für U wird umgeformt durch 
Einführung des Potentiales an Stelle der Componenten P, Q@, R und 
f; 9, h; der gefundene Ausdruck wird benutzt, um die bei der Ver- 
schiebung zweier kleiner elektrisierter Körper geleistete Arbeit und 
damit die scheinbare Fernwirkung derselben zu berechnen; es ergibt 
sich für die letztere !—= — EP? a, wo e, und e, die in elektro- 
dynamischem Maße gemessenen Ladungen der Körper. Hiernach ist 
E nichts anderes als die Zahl, durch welche das elektrodynamische 
Maß einer Elektrieitätsmenge auf das elektrostatische redueiert wird. 
Die im Vorhergehenden geschilderten Entwickelungen, so wenig be- 
friedigend sie im Ganzen genommen sein mögen, sind von großem 
Interesse deshalb, weil au sie die erste, wenn auch noch mangelhaft 
begründete Conception der elektromagnetischen Lichttheorie anknüpft. 
In dem durch die Zellen repräsentierten elastischen Medium schreitet 
eine transversale Welle mit der Geschwindigkeit V —= Ym/e fort; 
die Dichtigkeit des Mediums muß aber nach dem früheren gleich 
dem Coöflicienten der magnetischen Induktion dividiert durch x ge- 


am en a 
setzt werden, so daß sich ergibt 7 = ve —= E/Vu; da für Luft 


uw = 1 und E = 300000 km, so ergibt sich für diese in der That 
die Geschwindigkeit des Lichtes. 

Den Schluß der Abhandlung bildet die Anwendung der Theorie 
der Molekularwirbel auf die Wirkung, welche der Magnetismus auf 
polarisiertes Licht ausübt. Diese Untersuchung, in welcher die Dif- 
ferentialgleichungen für die transversale Wellenbewegung eines von 
Wirbeln erfüllten Mediums aufgestellt werden, ist im wesentlichen 
unverändert in den Treatise übergegangen. 

Die beiden Abhandlungen, über welche wir bisher berichtet ha- 
ben, enthalten eine Reihe von Annahmen, welche unter einander 
nicht in befriedigender Weise verbunden sind und gegen welche auch 
im Einzelnen Bedenken geltend gemacht werden können; man sieht aber, 
wie Maxwell in denselben der Reihe nach alle die Steine gehoben hat, 
welche in der dritten Abhandlung >a Dynamical Theory ofthe 
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Electromagnetic Field« in klassischer Weise zu einem neuen 
Baue vereinigt sind. In der Einleitung wird uns die warme Aner- 
kennung, welche den Verdiensten Wilhelm Webers gezollt wird, sym- 
pathisch berühren. Den mechanischen Schwierigkeiten gegenüber, 
welche er in den Voraussetzungen von Webers Theorie findet, sucht aber 
Maxwell die Erklärung der Erscheinungen in einer anderen Richtung, 
indem er annimmt, daß dieselben durch Kräfte hervorgerufen wer- 
den, welche ebensowohl in dem umgebenden Mittel als in den er- 
regten Körpern ihren Sitz haben und welche nicht auf merkbare 
Entfernungen hin wirken. ‘is wird nun entwickelt, daß gewisse 
elektrische und magnetische Erscheinungen ebenso wie die des Lichtes 
zu der Annahme eines alle Körper durchdringenden ätherischen 
Mediums führen, dessen Teile durch elektrische Ströme und Magnete 
bewegt werden können. Es bilden somit elektrische Ströme und 
Magnete zusammen mit den Teilen des Mediums einen Komplicierten, 
mancherlei Bewegungen fähigen Mechanismus ; durch die Kräfte, 
welche aus der Verbindung der Teile entstehn, wird Bewegung von 
einem Teil zum andern übertragen; die Elasticität der verbindenden 
Teile wird eine gewisse nachgebende Verschiebung, eine Aufspeiche- 
rung von potentieller Energie in dem Medium möglich machen. Das 
charakteristische der Maxwellschen Theorie liegt nun darin, daß der 
vorhergehende allgemeine Gedanke zuerst zu den Gesetzen der In- 
duktion führt, welche in dem ersten Teil der Abhandlung behandelt 
werden. Das elektrische Problem wird zunächst erläutert durch ein 
einfaches mechanisches Beispiel. Es sei eine Maschine gegeben, bei 
welcher an zwei treibenden Punkten A und B die Kräfte X und Y 
angreifen; dieselben sind mit einem und demselben Maschinenteil C 
so verbunden, daß die Geschwindigkeit von © gleich der pfachen 
Geschwindigkeit von A, vermehrt um die gfache Geschwindigkeit von 


Bist, dann muß X = . (Op’uw + Cpgw) und Y= z (Opgqu + Cg’v) 
N dt 


sein, wo nun die in den Klammern enthaltenen Ausdrücke als die auf 
A und B reducierten Momente des Verbindungsstückes Ü bezeichnet 
werden. 

Nimmt man außerdem an, daß die beiden Punkte A und DB mit 
einem ihrer Geschwindigkeit proportionalen Widerstand zu kämpfen 
haben, so erhält man die Formeln 

d 4 d 
£E—= Ru-+ 7 u + Mo), n = Sv + a Mu + No). 
Diese stimmen überein mit den Formeln für die elektromotorischen 
Kräfte in zwei Stromkreisen, deren Stromstärken durch % und v, 
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deren Widerstände durch R und $ bezeichnet sind. Wir werden in 
dieser Betrachtung den Keim der Theorie erblieken, welche in den 
Kapiteln 5 bis 7 im zweiten Bande des Treatise entwickelt ist. Was 
aber hier an eine specielle mechanische Analogie angeschlossen er- 
Scheint, gewinnt dort durch die Einführung der Lagrangeschen Funk- 
tion den Charakter einer Methode, deren Herrschaft auf alle physi- 
kalischen Erscheinungen ausgedehnt werden kann. In der That lie- 
gen die Untersuchungen von Willard Gibbs und J. J. Thomson in der 
direkten Verlängerung der von Maxwell gezogenen Linie. Nachdem 
die Gesetze der Induktion in der oben angegebenen Weise gefunden 
sind, liefert das Prineip der Energie die mechanische Wechselwirkung 
der Ströme. Unter den Gegenständen, welche in dem zweiten Teile 
der Abhandlung sich finden, möge noch hervorgehoben werden eine 
Methode zur Bestimmung des Coefficienten der Selbstinduktion, welche 
in den Treatise nicht herübergenommen und mit der neuerdings von 
Kohlrausch angegebenen im Wesentlichen identisch ist. Der dritte 
Teil der Abhandlung enthält die aus dem Treatise bekannten allge- 
meinen Gleichungen des elektromagnetischen Feldes, der vierte die 
Theorie der mechanischen Wirkungen in demselben; im fünften Ab- 
schnitt wird die Theorie der Condensatoren entwickelt mit Rücksicht 
auf elektrische Absorption und Rückstand, im sechsten die elektro- 
magnetische Theorie des Lichtes in der aus dem Treatise bekannten 
Weise. Der letzte Teil der Abhandlung endlich enthält Methoden 
zur Berechnung der Coefficienten der elektromagnetischen Induktion. 
Ein Teil der hier gegebenen Formeln ist auf Grund der späteren 
Berechnungen von Rayleigh und Weinstein zu korrigieren. 

Aus der Zahl der übrigen Abhandlungen, welche dem Gebiete 
der Elektrieität angehören, möge noch hervorgehoben werden die- 
jJenige, in welcher über die Ausführung einer direkten Vergleichung 
elektrostatischer mit elektromagnetischer Kraft berichtet wird; einmal 
weil sie die Resultate der einzigen größeren Experimentaluntersuchung 
enthält, welche wir Maxwell auf elektrischem Gebiete verdanken, ins- 
besondere aber weilin einer angehängten Note die elektromagnetische 
Liehttheorie in einer sehr koneisen und einfachen Weise entwickelt ist. 
Endlich machen wir den Leser noch aufmerksam auf die Arbeit: On 
the Induetion of Eleetrie Currentsin anInfinite Plane 
Sheet of Uniform Conductivity. Es handelt sich in derselben 
um die Induktion in einer dünnen von parallelen Ebenen begrenzten 
Platte, auf deren positiver Seite ein nach Lage und Intensität veränder- 
liches System von Magneten und Elektromagneten gegeben ist. Mit den 
in der Platte inducierten Strömen ist für die positive Seite dersel- 
ben ein gewisses System sich bewegender elektromagnetischer Bilder 
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äquivalent. Die Theorie dieser Bilder wird in der vorliegenden Ab- 
handlung anschaulicher und ausführlicher entwickelt als in den ent- 
sprechenden Abschnitten des Treatise. 


Dynamische Theorie der Gase. 

Ein zweites Gebiet, welchem Maxwell bis in die letzte Zeit seines 
Lebens ein angestrengtes und erfolgreiches Studium gewidmet hat, 
ist die dynamische Theorie der Gase. In unserer Sammlung sind 
derselben 7 Abhandlungen mit zusammen 184 Seiten gewidmet. In der 
ersten Abhandlung »Illustrations ofthe Dynamical Theory 
of Gases«< handelt es sich zunächst wieder um die Herstellung einer 
mechanischen Analogie. Die Gesetze für die Bewegung einer unbe- 
grenzten Zahl kleiner, harter und vollkommen elastischer Kugeln 
sind aus mechanischen Prineipien zu entwickeln und es ist zu unter- 
suchen, in wie weit dieselben mit den für die Erscheinungen der 
Gase geltenden übereinstimmen. Die Veränderungen, welche die 
Geschwindigkeiten zweier Kugeln durch einen Zusammenstoß erleiden, 
werden mit Hülfe einer einfachen geometrischen Konstruktion be- 
stimmt, durch welche gleichzeitig die Geschwindigkeit ihres Schwer- 
punktes und die relativen Geschwindigkeiten der Kugeln gegen den 
Schwerpunkt geliefert werden. Eine einfache, wenn auch einiger- 
maßen hypothetische Betrachtung führt zu dem Gesetz der Ver- 
teilung der Geschwindigkeiten. Bezeichnet N die Gesamtzahl der 
Teilchen, so ist die Zahl derjenigen, für welche die nach der X Axe 
genommene Componente der Geschwindigkeit liegt zwischen x und 
x +dx gleich Na Vz > e dx, die Zahl der Teilchen, deren 
wirkliche Geschwindigkeit zwischen ® und ® + dv enthalten ist, gleich 
N >< 4ja® Vm >< ve e 1%. Die mittlere Geschwindigkeit ist v = 2a/Vz, 


li 


der mittlere Werth ihres Quadrates v® —= 3«*”j2. Für die weitere 
Entwickelung ist charakteristisch, daß in demselben Raume zwei Sy- 
steme verschiedenartiger Teilchen angenommen werden; dieselben 
unterscheiden sich durch die Anzahlen der Teilchen N und N’, die 
Massen derselben P und Q, die mittleren Geschwindigkeiten p und q. 
Zunächst wird gezeigt, daß bei jedem Zusammenstoße zweier ver- 
schiedenartiger Teilchen die Differenz Pp®— Qg’, wenn sie zu Anfang 
einen von Null verschiedenen Wert hatte, verkleinert werden muß. 
Gleichgewicht ist also zwischen den beiden Systemen von Teilchen 
nur vorhanden, wenn ihre mittlere lebendige Kraft denselben Wert 
hat. Sodann wird die Anzahl der Zusammenstöße, welche in der 
Volumeinheit in einer Sekunde erfolgen, und daraus die mittlere 
Weglünge berechnet. Ist s die Summe der Halbmesser eines Teil- 
chens der ersten und eines Teilchens der zweiten Art, so findet ein 
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Zusammenstoß statt, so oft die Teilchen sich bis auf die Distanz s 
nähern. Ein Teilchen der zweiten Art habe die absolute Geschwin- 
digkeit v; es seien ferner n Teilchen der ersten Art in der Volum- 
einheit enthalten, welche gegen jenes Teilchen relative Geschwindig- 
keiten r und r +dr besitzen; die Zahl der Zusammenstöße, welche 
das Teilchen des zweiten Systems gegen die betrachteten Teilchen 
des ersten Systems erleidet, ist dann gegeben durch nxrs®. Nun 
ergibt sich aber aus dem Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten 
eine bestimmte Anzahl von n’ Teilchen der zweiten Art in der Volum- 
einheit, deren absolute Geschwindigkeit v dieselbe ist; jedem dieser 
Teilchen entspricht außerdem dieselbe Zahl von n Teilchen des ersten 
Systems mit dem zwischen * und r + dr liegenden Wert der relativen 
Geschwindigkeit. Hiernach ist die Zahl der Zusammenstöße, welche 
die durch die Werte von r und v charakterisierten Teilchen des zwei- 
ten Systems in einer Sekunde in der Volumeinheit erleiden gleich 
nn’'ars’. Die Gesamtzahl der Zusammenstöße rgibt sich durch 
Integration nach r und v, vorausgesetzt daß zuvor » als Funktion 
von r und » bestimmt worden ist. Die Bestimmung dieser Funktion 
beruht auf zwei Ueberlegungen. Einmal denke man sich aus dem 
Anfangspunkt eines Coordinatensystems ein Teilchen der zweiten Art 
mit der Geschwindigkeit v, Teilchen der ersten Art mit verschiede- 
nen Geschwindigkeiten % ausfahrend. Diejenigen Teilchen (w) be- 
Sitzen gegen das Teilchen (v) die relative Geschwindigkeit r, welche 
nach einer Sekunde auf einer um (v) mit » als Halbmesser beschrie- 
benen Kugel liegen. Zweitens, wenn man um den Anfangspunkt 
herum die Volumeinheit abgrenzt und nun diejenigen Teilchen des 
ersten Systems betrachtet, welche aus derselben mit bestimmten 
innerhalb der Grenzen v und u + du liegenden Geschwindigkeiten 
ausfahren, so breiten sich dieselben nach einer Sekunde über eine 
Kugelschale vom Halbmesser « und der Dicke du aus. Hiernach 
ist die mit einer bestimmten Geschwindigkeit verknüpfte Verdünnung 
zu berechnen, und damit auch die Zahl derjenigen Teilchen der ersten 
Art, welche eine um (v) mit den Halbmessern r und r+dr be- 
Schriebene Kugelschale erfüllen; diese aber ist keine andere als die 
Zahl n. Für die Anzahl der Zusammenstöße, welche in einer Se- 
kunde in der Volumeinheit zwischen den Teilchen der ersten und 
den Teilchen der zweiten Art erfolgen, ergibt sich auf Grund der 
angedeuteten Rechnungen der Ausdruck 2NN’Yx Ve +ß:s. Setzt 
man N —= N’ und « —= ß, so gibt derselbe Ausdruck die Zahl der 
zwischen den !gleichartigen Teilchen erfolgenden Zusammenstöße. 
Hieraus folgen dann weiter für die mittleren Längen der freien 
Wege die Formeln; 
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1 Fi rt 
7 = aNVas+aN, ve Er 2; - et 3 + N, Vs. 
1 


Es schließt sich hieran eine direkte Berechnung der mittleren Weg- 
länge auf Grund von Ueberlegungen, welche zum Teil mit den von 
Clausius angestellten übereinstimmen. Die in den numerischen 
Coöffiecienten zwischen Maxwell und Clausius auftretende Abweichung 
wird durch eine Note des Herausgebers Niven zu Gunsten von Max- 
well entschieden. Ein weiterer Abschnitt enthält die Ableitung des 
Boyleschen Gesetzes; den Beschluß des ersten Teiles der Abhandlung 
bildet die Ableitung des Gesetzes der inneren Reibung, wobei für 
den Reibungscoöflieienten der Wert elv/3 gewonnen wird, unter g 
die Dichte verstanden. Der Reibungscoöfficient wäre hiernach der 
Wurzel aus der absoluten Temperatur proportional. Im zweiten 
Teile der Abhandlung beschäftigt sich Maxwell mit den Gesetzen der 
Diffusion von Masse und Wärme; gegen diese Berechnungen sind 
von Clausius Einwendungen gemacht worden, deren Berechtigung 
Maxwell anerkannt hat. Der dritte Teil bezieht sich auf den Zu- 
sammenstoß vollkommen elastischer Körper von beliebiger Form, bei 
welchen durch jeden Zusammenstoß nicht bloß die translatorische, 
sondern auch die rotatorische Geschwindigkeit geändert wird. Max- 
well zeigt, daß den Stoßgesetzen zufolge im Gleichgewichtszustand 
die lebendige Kraft der Translation für jedes Teilchen gleich sein 
muß der lebendigen Kraft der Rotation; daraus ergibt sich für das 
Verhältnis der specifischen Wärmen der Wert 1,634, welcher nur 
bei dem einatomigen Quecksilberdampfe erreicht wird. Demnach kann 
nur bei einatomigen Gasen erwartet werden, daß ihr Verhalten der 
im Vorhergehenden geschilderten Theorie vollständiger entspricht. 
Eine zweite Abhandlung: >On the Viscosity or Internal 
Frietion ofAir and other Gases«< enthält Maxwells Bestimmung 
des Reibungscoöffieienten der Luft aus der Dämpfung schwingender 
Scheiben. Er findet, daß der Reibungscoöfhicient der absoluten Tem- 
peratur proportional ist, ein irriges Resultat, welches aber von Be- 
deutung für die weitere Entwickelung seiner Theorie geworden ist; auf 
ihm hauptsächlich beruht die Annahme, daß die Gasmolekeln mit einer 
der fünften Potenz des Abstandes umgekehrt proportionalen Kraft 
auf einander wirken und diese ist es, welche er in der großen A b- 
handlung über die dynamische Theorie der Gase seinen 
Entwickelungen zu Grunde gelegt hat. Auf diese Weise ist ein Ele- 
ment in die Theorie hineingekommen, welches den Verhältnissen der 
Wirklichkeit sicherlich nicht entspricht; man wird aber immer die 
Kraft des Gedankens bewundern, welcher die Theorie beherrscht und 
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die ungemeine Prägnanz der Entwickelung, welche aus einem allge- 
meinen Ansatze heraus die große Mannigfaltigkeit der verschieden- 
artigsten Wirkungen zu gewinnen weiß. In der Einleitung gibt Max- 
well zunächst eine kurze Skizze von der historischen Entwickelung 
der Theorie, und wendet sich dann zu einigen vorläufigen Betrach- 
tungen über die innere Reibung. Flüssige Körper zeigen Druck- 
differenzen nach verschiedenen Richtungen nur im Zustande der Be- 
wegung; ist die Flüssigkeit im Ganzen in Ruhe, so werden die Druck- 
differenzen durch die Zusammenstöße der Molekeln ausgeglichen. Die- 
ser Ausgleich ist aber kein momentaner, sondern erfordert eine ge- 
wisse Zeit, welche Maxwell die Relaxationszeit nennt. Bezeichnet 
man mit 7 einen Zug, mit S die entsprechende Verschiebung , so 
setzt Maxwell zwischen beiden die Beziehung dF/dt — EdS/d—F/T, 
wo t die Zeit, E die Elastieität und 7 die Relaxationszeit bezeichnet. 
Nimmt man an, daß bei einem in einem rechtwinkligen Gefäße abe 
enthaltenen Gase kein Austausch der Geschwindigkeiten zwischen den 
Molekeln stattfinde, so würden bei jeder adiabatischen Ausdehnung 
um da, öb, öÖc in der Richtung der drei Kanten die auf die Seiten- 
flächen ausgeübten Drucke verschieden werden, vorausgesetzt, daß 
zu Anfang die Verteilung der Molekeln und ihre Geschwindig- 
keiten solche waren, daß der Druck auf allen Seitenflächen des Ge- 
füßes derselbe war. Unter diesen Voraussetzungen würde also das 
Gas sich ganz wie ein fester Körper verhalten, dessen longitudinale 
Elastieität bei konstantem Volumen durch die Gleichung öp/p = —2da/a, 
dessen Volumelastieität durch 2 = — 2 bestimmt wäre; hier- 
aus würde dann das Verhältnis der speeifischen Wärmen sich zu 5/3 
ergeben. Aus den oben angeführten Formeln folgt, daß bei konstan- 
ter Verschiebungsgeschwindigkeit die Kraft F — ETdS/dt wird. 
Hiernach ist E7 der Coöfficient der inneren Reibung. Nun ist aber 
E, welches dem bei Kirchhoff mit K bezeichneten Coöffieienten der 
Starrheit entspricht, bei einem Gase dem Vorhergehenden zufolge 
gleich dem Drucke », so daß der Reibungscoöfficient gleich »7' wird; 
nimmt man mit Maxwell an, daß dieser Coöfficient proportional der 
absoluten Temperatur ist, so wird 7 umgekehrt proportional der Zahl 
der Molekeln aber unabhängig von ihrer Geschwindigkeit; dann muß 
aber auch die Zahl der Zusammenstöße der Molekeln von ihrer Ge- 
Schwindigkeit unabhängig sein. Zu diesem Resultat führt nun die An- 
nahme, daß die Molekeln mit einer der fünften Potenz ihres Ab- 
Standes umgekehrt proportionalen Kraft sich abstoßen, während die 
Zahl der Zusammenstöße der Geschwindigkeit proportional wird, wenn 
man die Molekeln als harte, elastische Kugeln betrachtet. In Wirk- 
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lichkeit trifft keine der beiden Annahmen zu; man hat also in beiden 
Fällen mit einem idealen mechanischen Systeme zu thun, welches nur 
bis zu einem gewissen Grade die Erscheinungen der Natur nachzu- 
ahmen vermag; dabei ist bemerkenswert, daß die Abweichungen von 
den beobachteten Eigenschaften der Gase in beiden Fällen nach ent- 
gegengesetzten Seiten hin zu liegen scheinen. 

Die Abhandlung selbst beginnt Maxwell mit einigen Bemerkungen 
in Betreff der Wechselwirkung zweier Molekeln, welche sich mit einer 
der nten Potenz ihrer Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft 
abstoßen. ‘Die relativen Bahnen der Molekeln mit Bezug auf ihren 
gemeinsamen Schwerpunkt stellen sich dar durch zwei ähnliche und 
ähnlich liegende hyperbelartige Curven, deren Asymptoten paarweise 
parallel sind. Ebenso ist die Bahn der einen Molekel M, gegen die 
als ruhend betrachtete M, hyperbelartig ; sie ist vollkommen bestimmt 
durch die eine Asymptote, durch den Abstand b der Asymptote von 
dem Teilchen M, und durch die Geschwindigkeit V7 im Unendlichen. 
Es besteht nämlich die Wirkung des Teilchens M, auf M, darin, 
daß die Geschwindigkeit des letzteren in der durch die Asymptote 
und M, gelegten Ebene um einen gewissen Winkel 2® gedreht wird; 
® kann mit Hülfe der Gesetze der Centralbewegung aus 5b und F/ 
berechnet werden und zwar ergibt sich: 


m" 


Ki ANn—1 
ll Auge ee) 


Hier ist x gleich 5 dividiert durch die Entfernung M, M,, 
Kern Wan MM, Sa: 
K(M,-+ M,) : 
nung 1 zwischen den beiden Teilchen wirkt. Ferner ist =’ die größte 
positive Wurzel der Gleichung 1—x2?’— (2/n—1)(z/a)”" = 0. Man 
sieht, daß ® unmittelbar als Funktion von « erhalten wird; daher 
ist es zweckmäßig & und V als die das Problem bestimmenden 
Größen zu betrachten und db aus diesen zu berechnen. 

Für das Verteilungsgesetz der Geschwindigkeiten wird ein neuer 
und allgemeinerer Beweis gegeben, jedoch ohne daß der Einfluß 
äußerer Kräfte in Rechnung gezogen wird. Bezeichnet man die Ge- 
schwindigkeitscomponenten der Teilchen durch &, n, &, so ist die Zahl 
der Teilchen, für welehe diese Componenten zwischen &, n, & und 
&+d&, n+dn, &+dg liegen gegeben durch 
ee 
AN = re a d&dnde. 


ur 


K. die Kraft, welche in der Entfer- 


’ 


Ey: 
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Es ist die mittlere Geschwindigkeit » — 2«@/Vx, der Mittelwert 
des Geschwindigkeitsquadrates ® — 3«°/2. Ferner & = 0?/2, 
5 = 30‘/4, &’7° = «‘/4; von den letzteren Größen hängt der 


Druck und das Wärmeleitungsvermögen des Gases ab, während die 
Diffusion durch den Mittelwert der Geschwindigkeitskomponente selbst 
bestimmt wird. Für eine Mischung zweier Gase ergibt sich gleich- 
zeitig der Satz, daß die mittleren lebendigen Kräfte der Molekeln 
gleich sein müssen. 

Wie in seiner ersten Abhandlung, so behandelt Maxwell auch 
hier von vornherein den allgemeinen Fall, daß in demselben Raume 
zwei Gase, unterschieden durch die Massen M, und M, der Molekeln, 
ihre Anzahlen N, und N,, ihre Geschwindigkeiten &> 9» &, und 
Fe IR & vorhanden sind. Die allgemeine Aufgabe, welche sich Max- 
well stellt, ist nun folgende. Betrachten wir die Molekeln M, des 
ersten Systemes; es sei Q irgend eine Eigenschaft derselben, welche 
von den Geschwindigkeiten &, »,, &, abhängt, so daß der ganze dem 
System eigentümliche Betrag der Eigenschaft gleich @N, ist. Wäh- 
tend einer kleinen Zeit ö wird ein Teil der Molekeln M, mit M, 
zusammenstoßen, und es werden dadurch die ihnen entsprechenden 
Werte von @ geändert werden; dadurch wird aber auch der Mittel- 


wert Q ein anderer und es entsteht die Aufgabe das Verhältnis = 
zu bestimmen. Man wird annehmen dürfen, daß während eines Zu- 
Sammenstoßes die relative Bewegung zweier Molekeln nur durch ihre 
eigene Wechselwirkung bestimmt wird. Nach dem, was zu Anfang 
über diese bemerkt worden ist, sind die Verhältnisse des Zusammen- 
Stoßes vollkommen bestimmt 1. Durch die Lage der Ebene, welche 
durch die Asymptote der von M, relativ gegen M, beschriebenen 
Bahn und M, selbst hindurchgeht. [Die Asymptote ist gegeben durch 
die relative Geschwindigkeit Y von M, gegen M, bei hinreichend 
Sroßer Entfernung der Teilchen; die Lage der Bahnebene > 
Wird festgelegt durch den Winkel 9, welchen sie mit einer durch 7 
Parallel zu der zAxe gelegten Ebene einschließt]. 2. Durch den Ab- 
Stand db der Asymptote von M,, 3. Durch die relative Geschwindig- 
keit 7 — VE-Er FM FR-EN. Ist der Winkel 20, um 
Welchen die Geschwindigkeit V in der Bahnebene gedreht wird, ge- 
geben, so lassen sich die neuen Geschwindigkeiten &, 7, &, welche 
M, nach dem Zusammenstoße besitzt, berechnen. Durch ein be- 
Stimmtes Tripel von Werten 9, db, V ist hiernach ein in seinen Fol- 
sen vollkommen bestimmter Zusammenstoß gegeben und es frägt 
Sich dann zunächst, wie viel so charakterisierter Zusammenstöße in 
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der Zeit Öt erfolgen. Wir bezeichnen durch dN, die Anzahl der 
Teilchen der ersten Art, deren Geschwindigkeiten zwischen 8, 9. & 
und & +d&, n+dn, & + d&,, durch dN, die Anzahl der Teilchen der 
zweiten Art, deren Geschwindigkeiten zwischen den Grenzen &,, n,, & 
und &,+d&, 1 +dn, & + d&, liegen. Die Anzahl der Zusammen- 
stöße solcher Teilchen M, und M,, bei welchen außerdem die cha- 
rakteristischen Parameter des Stoßes zwischen den Grenzen b und 
b+db, gg und p+dp liegen, wird dann für die Zeit öt gleich 
VbabdypötdN,dN, gesetzt. Ist Q eine von den Geschwindigkeits- 
komponent6en abhängende Eigenschaft eines Teilchens M,, @' der 
durch die Zusammenstöße veränderte Betrag derselben , so ist die 
gesamte Aenderung für die Teilchen dN, gegeben durch ö9QdN = 
(0 —Q)VbdabdpötdN,dN,. Um hieraus den Wert von $QN,, d.h. 
die Aenderung für alle Teilchen der ersten Art zusammengenommen 
zu berechnen, wird integriert nach p von 0 bis 2x, nach b von 0 bis oo, 
mit Rücksicht auf dN, von &,n,& = 0bis 8, ı = ©; und ebenso 
mit Rücksicht auf dN, von &,, n, 5 = 0 bis &,, 7, & =. Führt man 
— 2/n—1 M, M, i — 1/n—1 
K(M, + M,) 

Größe « ein, so ergibt sich für die Zahl der durch &,, N, & &> "a, &» 
V, p und b charakterisierten Stöße in der Zeit dt der Ausdruck 


an Stelle von 5b die durchb = «V definierte 


n—b 


2n—l1 7 — 
| V"" adedgpdtdN, dN,, 


Ei + M,) 
MM, 


für die hiedurch bei den Teilchen dN, bedingte Aenderung der Eigen- 
schaft @ 


99 K(M, +M,) \e-ı 25 

TER IN. ee ur We 78 | n—1 Pr / ' 

ae | Mn, v”"'(Q'—Q)ededN, dN, 
Beide Ausdrücke sind von Y unabhängig, wenn » = 5; da aber 


nach der Annahme von Maxwell durch die Verhältnisse der inneren 
Reibung die Unabhängigkeit der Stoßzahl von der Geschwindigkeit 
Y bewiesen ist, so legt er seinen weiteren Rechnungen die Annahme 
n = 5 zu Grunde. Daß das Verschwinden von V eine sehr be- 
deutende Vereinfachung der Resultate zur Folge hat, liegt auf der 
Hand. @ ist eine Funktion von &, 9, &, © eine ebensolche von 
gs Brad B. VOD, Ber Mar ee; Ein Mari end 8; die Ausführung der 
notwendigen Integrationen ist natürlich nur möglich für bestimmte 
Werte von Q. Maxwell setzt der Reihe nach 9 = 8,9 = 5: 
=: 9=&&+mH+&) Die Ausführung der Integration 
nach p führt zu Ausdrücken, deren einzelne Terme den Winkel © 


nn nn 
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nur in den Faktoren 4xsin’® und zsin’2® enthalten. Die Integration 


oo 
nach « führt daher zu den Integralen A, — | Aradasin’@ und 
0 


=} 

A, -/ x«desin’2®, und das ganze zu bestimmende Integral läßt 
0 

Sich nun in der Form 


11 Ve EUR CL | 
ine ee; I A) EN.AN, 


Schreiben, in welcher %,, und Q, gewisse Funktionen von &, 2, &, 
und &,, »,, &, sind. Bezeichnet man die Mittelwerte derselben für 


alle Teilchen N, und N, durch Q,, und Q,, so wird: 


8Q _ (K(M,+M,) yı2 


öt 77 M, M, 14, Qıt+r4, Qu | N, 


Maxwell berechnet in dieser Weise die Variationen der bei der Inte- 


af 4 \ Ö 0,8 
Sration nach @ benutzten Größen, also die Werte von 96, dub 


3,8 dt’ 88° 
2$N 0.8.7. u y A 5 Eh, 
; u -, wobei die Indices 2 anzeigen, daß die Variationen 
durch die von den Teilchen des zweiten Systems ausgeübten Kräfte 
bedingt sind. Mit Hülfe der gefundenen Ausdrücke lassen sich dann 
aber natürlich auch diejenigen Variationen darstellen, welche von 
E 

Zusammenstößen mit den Teilchen des ersten Systems selbst her- 
rühren; man hat zu diesem Zweck nur die Indices 2 mit 1 zu ver- 
tauschen und X — K, zu setzen. Bei der Ausführung dieser Rech- 


Nungen ist darauf zu achten, das | [pwan.an, — pYN,N, wenn 
2J1 


9 nur von 8, 2, &, % nur von &, N» & abhängig ist. Endlich 
Ist dann noch eine dritte Art von Variationen der betrachteten 
Größen zu berücksichtigen, nämlich diejenigen, welche von der Wir- 
kung äußerer Kräfte herrühren. Die gesamten, durch die gleich- 
zeitige Wirkung der drei Ursachen erzeugten Variationen ergeben 
Sich durch einfache Addition. Bezeichnet man die mittleren Ge- 
Schwindigkeiten der Teilchen des ersten und zweiten Systems durch 
%, dv, w, und %, %n %,, die wirklichen Geschwindigkeiten durch 
Hr, dt +, WE, +, W+&, die Dichtigkeiten 
MN, und M,N, durch ge, und g,, die Komponenten der äußeren 
Kraft durch X, Y, Z, setzt man ferner 


ie n TERRA: 1/2 
au, "u. IDEM CM, + 2) 2% 
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so ergeben sich die Gleichungen: 


du, 3 per N 
a. kA,o,(w—u) + X 
O8, BEER " } 2 2__09£2 
st an k, A, 0, IN er 6 2& | 
+ko, Er, \oA,(m, — u)’ + 4, [(w, — v,)” + (wa — w,)’ 
; ; : \ —2(w—u,)*] 
+) A ME MND+AM + —28 
Dale +2 +&—28) 
ö&,n, ZU 29 N, 
en 3k,4, @, &: N ar Ko + M, (24, . 34,) (u,—u,) (u, v,) 
ko, [3 / < / 
+ 3, r, 124, (m, &n 6m) — BAM, en + Em) 


und für den Fall eines einfachen Mittels 
fi) 2 
tem A 8,5) a he: 2k,0,4:(& + 8m + &, 1). 


Mit diesen Gleichungen ist das Fundament gewonnen, aus wel- 
chem die Theorie aller Erscheinungen eines Gases, mögen sie nun 
auf einer gemeinsamen Strömung der Teilchen oder auf der inneren 
wechselseitigen Molekularbewegung beruhen, in einheitlicher Weise 
abgeleitet werden kann. In dem Gase bewege sich eine Ebene mit 
der Geschwindigkeit «. Es sei dN die Anzahl der Molekeln, deren 
Geschwindigkeiten zwischen u+&, v-+n, w+&undu+&E+dE, v+n+dn, 
w-+&-+d& liegen, @ eine von &, n, & abhängende Eigenschaft der- 
selben. Die Menge der Eigenschaft @, welche in der Zeiteinheit 
durch die Ebene in der Richtung der positiven zAxe hindurch ge- 
tragen wird, ist dann gegeben durch Si (u—u +E)QdN = (u-u) QN 
+E£0QN. Diese Formel wird angewandt auf den Transport von 
Masse Q = M, den Vorgang der Strömung; auf den Transport von 
Moment, durch welchen der Druck des Gases bestimmt wird; 
Q = M(u+8), @ = Me+n), @ = M(w+8). Bei einem Gase, 
welches nicht in stürmischer Bewegung sich befindet, ergibt sich 
3 pP =e(®+mM°+%) Mit Rücksicht auf die inneren Bewegungen, 
welche in einer Molekel relativ gegen ihren Schwerpunkt anzunehmen 
sind, wird die ganze Energie der unsichtbaren Bewegung eines Gases 
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in der Volumeinheit gleich e/2 x (®+mM+E)ß oder 3ßp/2 gesetzt 
wo ß das konstante Verhältnis jener ganzen Energie zu der durch 
die fortschreitende molekulare Bewegung der Schwerpunkte gegebe- 
nen bezeichnet. Setzt man Q = B/2><(&®+n’+E)M, so ergibt sich 
für die durch unsere Ebene hindurchgeleitete Wärmemenge der 
Wer I se (£3 Br ga‘ 

Nert 172 < (+ 57 + 8,8) 0- 
Für die Veränderung, welche @N innerhalb eines Volumelementes 
während der Zeit dt erleidet, ergibt sich die Gleichung: 


ON 90 d ie 
Nr Zia-w) QN + Eon! 


d Kar — d ; ar - n 
I dy vv I)QN+ Ton! in ww) N+EQN 


oder mit Benutzung der Continuitätsgleichung der Hydrodynamik : 


Q) 
öt 


nOQ Ef ,,L d 
2er 7, 8ON} ; 


2 N az N BE 
AyleN -F Er £EQN N 


i . i ? YA) ö e > 
eine Gleichung, in welcher der Wert von 3 durch die früher mit- 


geteilten Formeln zu bestimmen ist. 
. Maxwell setzt zuerst = M(w+8&) M(w,+n) M,(w +8); 
im Fall eines einfachen Gases ergeben sich so die hydrodynamischen 
Gleichungen, im Fall eines aus 2 verschiedenen Gasen bestehenden 
Systemes die Gesetze der Diffusion. Der Diffusionscoöfhicient wird 
BP, 1 EEE 
9,9,6A, np’ wenn ?, und », die Partialdrucke der beiden Gase, 
9» 9, ihre Dichtigkeiten und p der Gesamtdruck. 

ki Die Veränderung der molekularen Bewegung des Gases, seiner 
Wärmeenergie erhält Maxwell, indem er 


M 44 g ; 
= ut tatn ++ + B-DE+T + a)| 


Setzt. Für die Aenderung der Wärmeenergie, o, /2 är B,(&+ + ; 


ergibt sich ein komplicierter Ausdruck, welcher die Energieänderun- 

gen enthält, wie sie im Einzelnen durch Ausdehnung, innere Reibung, 

armeleitung, thermische Effekte der Diffusion und Wärmeüber- 

tragung von einem anderen Gase her veranlaßt werden können. 

Ist ein System von zwei Gasen gegeben, in welchem keine sichtbare 

ewegung und keine Wärmeleitung vorhanden sind, so führt die all- 
33* 
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gemeine Gleichung zu dem Satz von der Gleichheit der lebendigen 
Kraft der fortschreitenden Bewegung der Molekeln. 

Bei einem einfachen Gase liefert die Betrachtung einer nach 
allen Seiten gleichen Ausdehnung das Gesetz des adiabatischen Zu- 
standes, woran sich dann die Gesetze der specifischen Wärme 
schließen. 


.. 0Q DER: 
Wenn man ferner in der allgemeinen für - r geltenden Glei- 


chung @ = M,(u, +8), % = M,Ww+n)(w,+&) :» - - . setzt, 
so ergeben sich die Größen o&’, on’, o&°, on&, o&&, o&n, durch welche 
die bei der Bewegung auftretenden Ungleichheiten des Druckes in 
verschiedenen Richtungen dargestellt werden. Benutzt man die ge- 
fundenen Formeln zur Umgestaltung der früher aufgestellten hydro- 
dynamischen Bewegungsgleichungen, so kommen dieselben auf die 
gewöhnliche Form der für die Bewegung eines reibenden Gases gel- 
tenden Differentialgleichungen und es ist der) Reibungscoeflicient 


; 1 
w= 1/3: 5A, ‘pe: 


Maxwell erweitert die Theorie auf den Fall einer Mischung von zwei 
Gasen und prüft die für den Reibungscoöfficienten gefundene Formel 
an Beobachtungen von Graham über die Reibung von Gemischen von 
Wasserstoff und Kohlensäure, Wasserstoff und Luft. 

Die Reibung eines einfachen Gases führt nach Auswertung des 
Integrales A, zu der Kenntnis der Konstanten %,, die Reibung eines 
Gasgemisches (beziehungsweise die Diffusion) nach Berechnung von 
A, und A, zu der Kenntnis von k. Die von Maxwell gefundenen 
Werte sind: für Luft k, = 4,81 >< 10'°, für Wasserstoff k, = 142,8>< 10", 
für Kohlensäure k, = 3,9 >< 10'°; für Wasserstoff und Kohlensäure 
k = 12,5 >< 10", für Wasserstoff und Luft k = 18,8 >< 10", wobei 
als Einheiten Zoll, Gran, Sekunde zu Grunde gelegt sind. 

Den Schluß der Abhandlung bildet die Betrachtung der Wärme- 


leitung. In die allgemeine Gleichung für N = wird eingesetzt 


Q = Mu+d) |[u+ SH’ +@+?+W+N+B-DEH+THÄN: 


Wenn in dem Gase keine sichtbare Bewegung vorhanden ist, so er- 
gibt sich die Gleichung: 


4Bo(@®+&m +89) = 5 =. 


2 
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Hiernach ist der Coöfficient der Wärmeleitung : 


Wo w der Coöfficient der inneren Reibung. Es ist dieses Resultat 
aber nicht ganz richtig in Folge eines Fehlers in der Rechnung, auf 
welchen zuerst Boltzmann aufmerksam gemacht hat. 

Zunächst ist, wie Boltzmann bemerkt, die Gleichung (43) bei 
Maxwell nicht ganz richtig aus (39) abgeleitet. In der That gibt 
die Gleichung (39) auf ein einfaches System von Teilchen angewandt: 

v2 2 c 
2 1 a Ben 7, +28,(0-V)) 

W U , E 
+2&-5) (UV) +89’ + (5) 


— b,9,4,[8(,—&) (UV) —6,9° + (&,—6,)9°) 


wU= tt ”’= Gn—2U + P;. 


Die Ausführung der Rechnung gibt zunächst 
0,8, r; A 2 a U 
dt m k,9,4, 8, -5 7: er 2(&,—8,) 


— 9: 4,28, 97—38, 9? —&8, 9? + 3,0-5,U}. 


Setzt man hier 5 =, nem: = 5, 80 ergibt sich die 
Gleichung: 


a ont  ) ce 
+ +mbm+ 6b) 


welche an Stelle von Gleichung (43) bei Maxwell zu setzen ist. Nun 
1St aber außerdem auch Gleichung (54) fehlerhaft geworden. Wir be- 
zeichnen mit Maxwell durch u, ®%,, w, die mittleren Geschwindig- 
keiten der Teilchen, ihre wahren Geschwindigkeiten durch u+8&, 
HN, wir &,; es sind dann die Mittelwerte von &, ,, &, gleich 
Null, und wir haben in den vorhergehenden Gleichungen an Stelle 
von &,,9,, & die Größen u+&, v+n, w,+$&, einzuführen. An 
Stelle von &+&7+8&8 tritt dann der Ausdruck 


Wat) + äEtmt+E) + 2 + + wi) 
+ &+Em +8): 


An Stelle von 28,7? ist zu setzen 


ut tw) + urn +h)- 
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An Stelle vn 8® +18. +55 & 
uw HU Hw) + u + vn + wEh. 
Somit wird die rechte Seite von Gleichung (43 
250,4, Et irm +) (43' 
+3W85 +0,81 +w88, 


Die durch die äußeren Kräfte bedingten Variationen sind in der ur- 
sprünglichen Bezeichnungsweise gegeben durch 


9,5 + +) 


_% = 28, (X +nY +82) + XP (47 
N Führt man auch hier auf der rechten Seite die neuen Größen u+ 8, 


v tn, w,+ 8, ein, so wird dieselbe 


w+YrwW)X+2u,mwX+v, Y+wD)+E ++ EI 
En 2 (& X+ &, N, Y+ 8,8,Z) 


(47’ 


Addiert man die rechten Seiten der Gleichungen (4: 3) und (47), so er- 
hält man die ganze Variation des betrachteten Ausdrucks. Man hat 
nun auch auf der linken Seite die alten Größen &, n,, &, zu ersetzen 
durch 8 +u,, 9,+®%,, &+w,; dadurch wird 


Öv, sw, 


DO): P - „0u du 
= _. —ı — (4? „ ed ee | u ee 2 An de 
Hat Mmrarwm) + 2u IC 3 I tr 


+@+n+9% +++) 


du, dv, dw, 
9 2 
+2(£ FT er aaa Tee 7 


ö8, = Bi , 58: 
2 „eure 
u (w rd TRUE 


Or ’ 
+3 (& sm + &&) 
Berücksichtigt man die durch die früheren Gleichungen bestimmten 


Werte der hier auftretenden Variationen, so ergibt sich als Wert 
der linken Seite unserer Gleichung: 


2 un 
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f) 
5 Mr) X +2 X + Y+WZ)+ (EM HO)X 


+28 X+,n2+&5,2 
+2 k, A, 0,%, (& % n, m &) 

. J f 2 2 
=. B k, 4,0, (u, & + v5, n.+ w,8,8,) + 5 (& + 8 ir 5 )- 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Summe von (43) und (47), 
so ergibt sich die Formel 


ö f . 2 3 2 2 
dt rn +5,81) 5; —2%,9,45($ +sm +58), 


welche an Stelle von (54) bei Maxwell zu setzen ist. 
Die Gleichung für die Leitung der Wärme ergibt sich aus der 
Untersuchung der Variation von 
Q = M(u+ Erw +2uUE +27 HEHE HH}. 


Vernachlässigt man die Größen der dritten Ordnung in &, n, &, 
sofern sie in den Gleichungen nicht mit %, zu multiplicieren sind, 
ebenso die Größen der vierten Ordnung in &, n, & so fern sie mit 
ungeraden Potenzen der &, n, & behaftet sind, so ergibt sich: 


v = Mu(W+vV + w’) + BMu(&? + 2 + 8°) + 2M (u£? + vEn-+ wE£) 
+PM(&+&n7’ +88) 
VE —= MW +V%+ w°) + 2M (uw? + uv&n + uwE£) + BM (++) 


= MEnlw-+ v2 + w)-+ 2M (wEn + uvn? + wwng) 


SS 
N 3 


= MikwW+v + w’) + 2M(u’EE + und + uwE). 


Diese Ausdrücke sind nun einzusetzen in der Gleichung 


N 


00  OQEN  OlmN . OQEN ‚60 
- u m Nun, 
öt 6777 [6777 02 öt 


r ” 
Zu der Vereinfachung der resultierenden Gleichung dienen in erster 


Linie die Gleichungen der Bewegung 
ou | 0gE , dokn | O0E _ „du 
> 1, oy 02 dt 


Ferner die bei der Entwickelung der inneren Reibung auftretenden 
Gleichungen 


ne nn an nn nn LE — 


456 Gött. gel. Anz. 1891. Nr. 12. 13. 
0 ou ou LE 
een oe) = 
ou. 7 ou - Ov BE: 
EL (21 yr ng ds un ur 5% En öy ai sg? 3; _ 7% 


Endlich die Gleichung 


„ou Ov  Ow „(dw ou 
05 Öx ron - aaa ers # ons (d+ +3) +08 (Ge + 5) 


+Hobn .e 5) 


welche sich ergibt, wenn man @ = M (u +85)? +(w+n)-+ (w+ 8°} 
ne und außer den Größen dritter Ordnung in & n, & auch 


= (, 


ET, ° Br +Pp) vernachlässigt. Die Endgleichung, zu welcher die 
Rechnung unter diesen Voraussetzungen führt, ist: 


e ÖgE 


AR Oz 


ö 
BET HEN BE Hr 
— EHE + ER), 


Das letzte Glied der linken Seite ist nicht wie bei Maxwell mit ß 
multipliciert; die Gleichung für die Wärmeleitung wird 


SB m» de 2-1) pap _ s ua 
— I6,4,0'045 4hA, gan Pe@+sn +0). 


Ist der Druck konstant, so wird der Coöfficient der Wärme- 
leitung gleich 

5ß p? 

4k,A, 0°®' 


Wenn man den Coöfficienten der inneren Reibung einführt, er- 


ibt sich der Ausdruck: n 2 te ee 
8 sich < sdr "3 Bo #, oder, da / he. 


5 

2 

in Uebereinstimmung mit Boltzmann aber abweichend von dem Max- 
wellschen Werte. 

Für den Fall des Wärmegleichgewichts führt die obige Gleichung 

zu dem unzulässigen Resultate, daß die Temperatur abnimmt da, wo 


Ct 


RN TEE TE EEE u RE a EEE EEE SEE. 


ar ur 


a 


Eu ZU BER I 


u a ET BE 


rn 
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der Druck zunimmt. Bei Maxwell wird diese Konsequenz ver- 
mieden, indem in der vorhergehenden Gleichung sämtliche Glieder 
mit dem Faktor ß erscheinen. Das mit dp/dx behaftete Glied ver- 
Schwindet nach unserer Rechnung für # = 1, und es ist daher wahr- 
Scheinlich, daß die Art und Weise, in welcher Maxwell die innere 
Bewegung der Molekeln in die Rechnung einführt, den wahren me- 
Chanischen Bedingungen des Systems nicht entspricht. 

Eine spätere kurze der »Nature< entnommene Mitteilung löst 
in direkter Weise das Problem, den Einfluß äußerer Kräfte 
auf den schließlichen Gleichgewichtszustand eines 
aus bewegten Molekeln bestehenden Systems zu bestimmen. 
Bezeichnet man die Coordinaten einer Molekel durch z, y, 2, ihre 
Geschwindigkeitskomponenten durch &, n, &, das Potential der äußeren 
Kraft durch %, so ergibt sich für die Zahl der Molekeln deren 


dx dy 


, } dz 
Coordinaten zwischen den Grenzen © + 3 yE > 54 deren 


dn 
2’ 


—, 
2 


y ' ds 
Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen &E + Zn == 


de 


+ 5 liegen, der Ausdruck 


dan = A HEMFEFUHD)  aydsdsdnde, 


in welchem M die Masse eines Teilchens, A und B zwei Konstante 
bezeichnen. Sind in demselben Raume gleichzeitig mehrere Gase 
enthalten, so gilt für jedes derselben eine analoge Gleichung und 
?war hat A für alle denselben Wert, während .B von der Art der 
Molekeln abhängig ist; die Gesamtzahl der Molekeln, welche in einem 
Volumelement dzdydz von einem bestimmten Gase vorhanden sind, 
wird bestimmt durch den Ausdruck 


3/2 AM, (&ı%, + B 
_ Fa) Se EN de. 


Die Molekeln häufen sich an in demjenigen Teile eines Gefäßes, nach 
welchem die äußere Kraft wirkt. 

Die in der Abhandlung über die dynamische Theorie der Gase 
ergelegte Methode hat Maxwell in einer seiner letzten Arbeiten 
>On Stresses in Rarified Gases arising from inequali- 
ties of temperature« wieder aufgenommen; den ersten Anlaß 
zu der Untersuchung scheinen die von Crookes entdeckten Erschei- 
Nungen gebildet zu haben; es handelte sich darum, auf Grund der 
inetischen Vorstellung eine vollständige Theorie derselben aufzu- 


nied 
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stellen. Die Untersuchung ist nach dieser Richtung hin nicht voll- 
ständig durchgeführt, es ist vielmehr nur der Weg angedeutet, auf 
welchem eine solche Theorie zu entwickeln sein würde; dagegen ent- 
hält die Abhandlung eine ziemlich vollständige Revision der in der 
früheren Arbeit ausgeführten Rechnungen auf einem teilweise ver- 
änderten Fundamente. Beibehalten ist die Annahme, daß die Gas- 
molekeln mit einer Kraft auf einander wirken, welche der fünften 
Potenz ihrer Entfernung umgekehrt proportional ist; dagegen ist die 
Untersuchung beschränkt auf einatomige Gase, bei welchen die ganze 
Energie in der Energie der fortschreitenden Bewegung besteht. Eine 
Erweiterung erfährt das Fundament der Rechnung durch Einführung 
des von Boltzmann aufgestellten Gesetzes der Geschwindigkeitsver- 
teilung. Für ein Medium, in welchem Ungleichheiten der Temperatur 
und der Geschwindigkeiten vorhanden sind, wird die Zahl der Teil- 

' Se ar } BR dn 
chen, deren Geschwindigkeitskomponenten zwischen & + Br im Br 


y 


1 f 
se enthalten sind, durch den Ausdruck: 


392 — 


AN N! 1+F(&, 9,0 nla ne Pl2e ROH ++) dsdnde 


dargestellt; in diesem ist 1/2 = R®, wo R die Konstante des Gas- 
gesetzes, ® die absolute Temperatur. % ist das Potential der äuße- 
ren Kräfte, 7 eine im Vergleich mit 1 kleine Größe, welche durch 
die symbolische Form 


1/2 2 9,432 3 
F= (eh) (e$+Bn+YE) + hlaes+Bn+rE) + CN (+ Bn+Y0) 
gegeben ist. 

Mit Hülfe dieser Ausdrücke werden nun ganz in derselben Weise 
wie früher die Mittelwerte gewisser einfacher Kombinationen der 
Geschwindigkeitskomponenten und die durch die Zusammenstöße be- 
dingten Variationen derselben berechnet; die Rechnung wird aber 
auf Glieder von höherer Ordnung ausgedehnt und es werden daher 
auch die Mittelwerte solcher Kombinationen bestimmt, welche früher 


vernachlässigt worden waren. Die betreffenden Formeln sind: 


® — RO(1+0) E97 = ROaß 
® — (RO)Ro, 7° —= (RO)Raß, Ent = (RO)Ra« By 


e = 3R@'(1 +2), &n = 3R’O’aß 
Zr RoO:(1+0+ß) Pn = R'O':py 


| 


An URL a EEE BELLE 


ee TE Tr 


TE ee 


EEE nn in er 


a Eur 


Maxwell, The Scientific Papers ed. by Niven. 459 
und: 

DRB= Wr 0) p 

denne RR 7 Amel 


Ö p x 
ah = 1 re 3 2 PYL) 
57° Er (— 2a” + aß? + ap?) 
70ß m 4 ? (@®— 8@ß? + ap?) 
ÖL u 


Ö vo, 
2 = — 8 &£ . 
ÖL «By 2 u aßy 


Die weiteren hieran sich schließenden Entwickelungen sind we- 
sentlich einfacher und eleganter als in der früheren Abhandlung. 

Die hydrodynamische Gleichung für die Bewegung längs der 
®Axe, welche in derselben Weise wie früher abgeleitet wird, lau- 
tet jetzt: 


u d (d EL. RL. 7 
+ Rz, (09) + Rz (g9u°) ur” (g9«Pß) 1 (g9ay)| = EX. 
Setzt man in der Gleichung 


0Q 


d d d aan? 
der re 777 (RE) + Ay (eQn) + Er (BE) = E 


SE 
= (u +5)*, so ergibt sich: 


80 (6) du du du du 
7 arte 3, (98) +2e0 25 +20 (« 7 +eß My +ay =) 
-L Run) d (09a) + d (0O3R«2B) + (e)} 
dx dy t dz ; 
> 2702 
E00 0% 
u 

Diese Gleichung aber führt zu dem Gesetze der Wärmeleitung, so- 
bald es gelingt, die Größen dritter Ordnung «°, ... durch die Tem- 
Ag auszudrücken. Zu diesem Zweck werden in die Gleichung 
je [4] : 
für 95, an Stelle von @ die Werte (u+&° und (u+E(® +)? ein- 


geführt. 
Aus den so gefundenen Gleichungen ergibt sich: 


je uelTs ee io: „ # (RN dO 
BE ala Ele), 


Gött. gel. Anz. 1891. Nr. 12. 13. 
Die Differentialgleichung der Wärmeleitung wird: 
08 je 40.149.% 
öt E oe 6 
Der Ueberschuß des nach der zAxe gerichteten Druckes über 
den mittleren hydrostatischen Druck wird gegeben durch 


r 1 
De — 2 + iu 


du dv dw 
dx  dy 2) 


Die Tangentialspannung in der zyEbene durch 


du , dv urn i:aRo® 
Du — ua +aa)t 76 andy 

Die ersten Hälften der auf der rechten Seite dieser Gleichungen 

stehenden Ausdrücke repräsentieren den Einfluß der Reibung, die 

zweiten Hälften die aus dem Temperaturgefälle entspringenden 

Drucke und Spannungen, welche bei den Erscheinungen von Crookes 
in Betracht kommen würden. 

Unter der Voraussetzung, daß der Druck p» konstant ist, können 

die Bewegungsgleichungen schließlich in die Form gebracht werden 


ou , dp’ - ‚ 
05 + Een —udu = 0X, woPp 


Sind keine äußeren Kräfte vorhanden, so werden die 
Bewegungsgleichungen befriedigt durch u = v = w — 0 und p’ — const; 
in diesem Falle würde das Gas unter der Wirkung der 
durch Temperaturverschiedenheiten erzeugten Drucke 
und Spannungen in Ruhe sein. Nun kann aber unter der 
Wirkung tangentialer Spannungen an der Oberfläche von festen das 
Gas begrenzenden Körpern Ruhe nur dann sein, wenn das Gas längs 
dieser Flächen nicht gleitet. Andernfalls wird das Gas über die 
Oberflächen hingleiten mit einer solchen Geschwindigkeit, daß die 
entsprechende Reibung dem tangentialen Zuge das Gleichgewicht hält; 
die hiedurch bestimmten Bewegungen würden die 
eigentliche Ursache der Crookes’schen Erscheinun- 
gen sein. 

In einem Anhange zu der Abhandlung entwickelt Maxwell noch 
die an der Oberfläche eines festen Körpers zu erfüllenden Bedin- 
gungen. Es ergibt sich einmal die Möglichkeit, daß ein Gas mit 
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endlicher Geschwindigkeit längs der Oberfläche gleitet; außerdem 
aber auch der Einfluß, welchen Temperaturverschiedenheiten auf 
die Geschwindigkeit ausüben. Fällt die Oberfläche zusammen mit 
der yzEbene, so ergibt sich für die Geschwindigkeit parallel der 
yAxe die Gleichung 


dv „ww a) PR UL... 
20% I0% 7 


da 00 dady 


die von dem Temperaturgefälle abhängenden Glieder dieses Aus- 
druckes enthalten die Erklärung der sogenannten Thermodiffu- 
Sion, welche von Carl Neumann im Jahre 1572 auf theoretischem 
Wege gefunden, von Feddersen experimentell untersucht worden war 
und auf welche hievon unabhängig Osborn Reynolds im Jahre 1879 
geführt worden ist. 

Die letzte Abhandlung, welche Maxwell den durch die Gastheorie 
gestellten Problemen gewidmet hat, zugleich eine der letzten unter 
den wissenschaftlichen Arbeiten, die wir seinem unermüdlichen Fleiße 
und seiner reichen und vielseitigen produktiven Kraft verdanken, 
führt den Titel: On Boltzmanns Theorem on the average 
distribution of energyina system of material points. 
Maxwell zeigt, daß der Satz von Boltzmann richtig ist für ma- 
terielle Systeme, deren Punkte nach einem ganz beliebigen Gesetz 
auf einander wirken, so lange dieses nur mit dem Prineip der Energie 
im Einklange steht. Vorausgesetzt ist dabei, daß das System sich 
selbst überlassen früher oder später hinsichtlich der Configuration 
der Teilchen, wie hinsichtlich ihrer Bewegungsmomente durch alle 
Phasen hindurchgehe, welche mit dem Prineip der Energie vereinbar 
Sind. Es handelt sich nun um die Bestimmung der Wahrscheinlich- 
keit einer bestimmten Phase. Zu diesem Zwecke denkt sich Maxwell 
eine sehr große Zahl, N, von Sytemen S nebeneinander, welche sich 
in allen Beziehungen vollkommen ähnlich sind und alle dieselbe totale 
Energie besitzen; der einzige Unterschied der Systeme liegt darin, 
daß die anfänglichen Phasen derselben verschieden sind. Jedes der 
Systeme 8 durchläuft im Verlaufe der Zeit dieselben Phasen, wenn 
auch in verschiedener Folge; die Wahrscheinlichkeit einer bestimm- 
ten Phase wird gegeben durch das Verhältnis der Zahl derjenigen 
Systeme 5, welche in einer bestimmten Zeit in dieser Phase sich be- 
finden, zu der Gesamtzahl der Systeme. Dieselbe Wahrscheinlichkeit 
kann aber offenbar auch aus der Beobachtung eines einzelnen be- 
Stimmten Systemes während eines schr langen Zeitraumes gewonnen 
werden, indem man die Zeit während welcher jene Phase auftritt 
durch die ganze Zeit der Beobachtung dividiert; die letztere Be- 
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stimmung der Wahrscheinlichkeit liegt den Arbeiten von Boltz- 
mann zu Grunde. Um die Untersuchung für materielle Systeme 
von ganz allgemeinem Typus führen zu können, bestimmt Max- 
well den Zustand eines der NSysteme 5 durch » Lagrangesche 
Coordinaten 5, 5, ....d, und die entsprechenden nBewegungs- 
momente a, a, ... a,. Die Zahl dieser Variabeln ist bei allen Sy- 
stemen S5 wegen der vorausgesetzten Aehnlichkeit dieselbe. Die 
lebendige Kraft eines Systems 5 wird darzustellen sein durch den 
Ausdruck: 


27 = in Fri tt... 2 lLE—V), 


wo E die totale Energie, V das Potential der auf das System wir- 
kenden Kräfte bezeichnet. E ist gegeben und hat bei allen Systemen 
der Voraussetzung nach denselben unveränderlichen Wert. V ist 
eine Funktion der Coordinaten 5; man sieht, daß von den » Be- 
wegungsmomenten nur 2a—1 willkürlich angenommen werden können, 
das letzte, also etwa «,, ist dann durch die übrigen, durch E und F 
bestimmt. 

Maxwell betrachtet nun zunächst ein einzelnes von den Syste- 
men $8. Im Anfange seiner Bewegung besitzen die Coordinaten die 
Werte bi ... d/, die Momente die Werte a/, ... a/; nach Verfluß der 
Zeit z, während welcher das System eine bestimmte Bahn durch- 
laufen hat, sind die Werte der Variabeln db, ... db, a, ....a,. Aus 
den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen leitet Maxwell in sehr ein- 
facher Weise den von Boltzmann gefundenen Satz her, welchem zu- 
folge zwischen den dem Anfang und Ende der Bewegung entspre- 
chenden Differentialen der Hamiltonschen Variabeln die Beziehung 
besteht: 

BB: Ada eb. „Bde a 
In dieser Gleichung kann man da; und da, durch den Zuwachs der 
Energie ausdrücken und erhält dann 


db! ... dbi.da! ... da) — db :.. db.da..... da, ne. 


Existiert also eine gewisse Zahl von Systemen, für welche zu An- 
fang die Werte der Hamiltonschen Variabeln zwischen den Grenzen 
db! und bh +db!,... db} und db) +db), a, und a) +da, ... al +da), 
am Schlusse der Bewegung zwischen den Grenzen 5, und b, +.db, 

db, und 5, +db, a, unda,+da, ... a, und a,+ da, liegen, während 
die Energie bei allen Systemen gleich und konstant bleibt, so findet 
zwischen den Produkten der Differentiale die obige Beziehung statt. 
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Die Zahl der Systeme S, welche zur Zeit Z eine durch die Werte 
von@a...a,b,...d, bestimmte Phase besitzen, wird im allge- 
meinen durch einen Ausdruck von der Form gegeben sein 


n? 


N(a,b,t) = N. ash di da,db,...db,. 


Hatten die Coordinaten @, ... db, im Anfang der Bewegung, zur Zeit v, 
die Werte , ...b,, so wird die Bedingung erfüllt sein 


N (a,,b’,t) = N(a,b, t). 


Hieraus ergibt sich eine Gleichung, welcher die Funktion f zu ge- 
nügen hat, und dieser zufolge kann man setzen: 


N(a,b,t) = N:.C.(b)"da,...db,, 


wo C der einfachsten möglichen Annahme entsprechend als eine abso- 


lute Constante betrachtet wird. 

Die Anzahl der Systeme S, bei welchen die Konfiguration durch 
die Werte d,....d, der Coordinaten bestimmt ist, während die Be- 
Wegungsmomente alle möglichen mit der Constanz der totalen Energie 
verträglichen Werte besitzen, wird: 


77 4 In 1 ger 
von EN. RaE-anT an...an, 
r(5) 
Bezeichnet man ferner die Zahl derjenigen Systeme S, deren Con- 
figuration durch b,...d, bestimmt ist, bei welchen aber außerdem 


das nte Bewegungsmoment zwischen den Grenzen a, und a,-+da, 
liegt, durch N (b, a,), so ist: 


NO 
0, — 


Bezeichnet man endlich durch k, = $u,a die lebendige Kraft, 
welche dem »ten Momente entspricht, so kann man an Stelle der 
Zahl N (d,a,) die entsprechende Zahl N(b,%,) setzen und erhält: 


N 8 
en DD B-IE" ag 


n-2 


eb a 
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Setzt man für %, alle möglichen Werte ein, so ergibt sich die 
Verteilung der lebendigen Kräfte, welche dem n»ten Bewegungs- 
moment entsprechen; da es aber ganz in unserem Belieben steht, 
welches von den nMomenten wir durch a, bezeichnen, so ist das 
Verteilungsgesetz für alle Momente dasselbe. Es ist also auch der 
Mittelwert der lebendigen Kraft für alle von gleicher Größe, sobald 
der Zustand ein stationärer ist, das heißt die angeführten Zahlen 
unveränderliche geworden sind. Ein beliebiger realer Körper be- 
findet sich im stationären Zustande, wenn die Temperatur in allen 
Teilen desselben die gleiche ist; es muß daher die Bedingung der 
Temperaturgleichheit zusammenfallen mit der Bedingung, daß die 
Zahlen N(b) und N(a,b) konstant sind; da ferner die Gleichheit der 
Temperatur unabhängig ist von der Configuration, so kann für die 
Temperaturgleicheit allein die Bedingung N(a,,b) = Const. in Be- 
tracht kommen. Daraus ergibt sich dann, daß Tempera- 
turgleichheit vorhanden ist, wenn die mittlere leben- 
dige Kraft, welche deneinzelnen Variabelnentsp RICHE, 
in allen Teilen des Körpers dieselbe ist. 

Im zweiten Teile der Abhandlung betrachtet Maxwell die Ver- 
teilung der Energie in einem freien System, bei welchem außer dem 
Prineip der Energie auch die Flächen- und Schwerpunktssätze gel- 
ten, sowie ein in einem Gefäße eingeschlossenes System, wenn das- 
selbe um eine Axe in gleichmäßiger Rotation begriffen ist. Die 
Untersuchung des letzteren Falles führt zu dem folgenden Resultate: 
Eine horizontale Röhre, AB, welche mit einem Gemisch von Wasser- 
stoff und Kohlensäure gefüllt ist, wird um eine vertikale, durch das 
Ende A der Röhre gehende Axe in Umdrehung versetzt. Die Um- 
drehungsgeschwindigkeit sei so reguliert, daß die lineare Geschwin- 
digkeit des Endes B 184,4m in der Sek. betrage. Enthält dann 
ein bestimmtes Volumen der Röhre bei A 200 Teile Wasserstoff und 
200 Teile Kohlensäure, so enthält das Ende B 201 Teil Wasserstoff 
und 222 Teile Kohlensäure. 


Physiologische Optik. 

In dritter Stelle dürften nach dem Maaße ihrer wissenschaft- 
lichen Bedeutung die Arbeiten Maxwells zur physiologischen Optik 
zu besprechen sein. Wir finden in der uns vorliegenden Sammlung 
10 hierher gehörende Arbeiten, mit einem Gesamtumfange von 104 
Seiten; von diesen sind die wichtigsten und umfangreichsten der 
experimentellen Prüfung der Youngschen Theorie der Farbenempfin- 
dung gewidmet. Es möge zunächst an die Grundannahme dieser 
Theorie erinnert werden, daß im Auge 3 und nur 3 verschiedene 
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Arten von Nervenfasern existieren, durch deren Reizung drei ver- 
schiedene elementare Farbenempfindungen ausgelöst werden. Alle 
wirklichen Farbenempfindungen beruhen auf einer Mischung der drei 
Grundempfindungen. Maxwell betrachtet auf Grund seiner Unter- 
Suchungen Rot, Grün und Blau als die drei Grundfarben, während 
wahrscheinlich Youngs Annahme des Violett an Stelle von Blau rich- 
tiger ist. Für die Konsequenzen der Youngschen Theorie ergibt sich 
ein sehr einfaches geometrisches Bild, wenn man die den Grund- 
empfindungen entsprechenden drei Farben Rot, Grün, Blau durch 
drei Punkte r, 9, db einer Ebene repräsentiert; wenn man nun für 
die Intensität der Rot-, Grün- und Blauempfindungen , welche einer 
beliebigen Farbe entsprechen, irgendwie ein numerisches Maaß aus- 
findig macht, so kann auch jener Mischfarbe in der Ebene der Zeich- 
nung ein Punkt in folgender Weise zugeordnet werden. In den 
Punkten », g und b bringt man Gewichte an, welche jenen Inten- 
Sitäten entsprechen und sucht dann nach der gewöhnlichen Regel 
ihren Schwerpunkt; dieser repräsentiert die gegebene Farbe, wäh- 
rend ihre Intensität gleich der Summe der 3 Teilintensitäten ist. 
Daraus folgt aber weiter, daß dieselbe Konstruktion, durch welche 
der Ort einer beliebigen Farbe gegen die drei Grundfarben festge- 
legt wird, auch gilt, wenn an Stelle der Grundfarben drei beliebig 
zusammengesetzte Farben genommen werden, um durch ihre Mischung 
die übrigen Farben zu erzeugen. Auf dieser Bemerkung beruht 
allein die Möglichkeit der experimentellen Prüfung der Theorie; 
denn die Grundempfindungen des Rot, Grün und Blau werden selbst 
durch das vollkommen gesättigte, von jeder Beimischung weißen 
Lichtes befreite Rot, Grün und Blau des Spektrums nicht in voll- 
kommener Reinheit erzeugt. Die Versuche, durch welche Maxwell 
die erste quantitative Bestätigung der Youngschen Theorie geliefert 
hat, bezogen sich auf Pigmentfarben. Die Mischung derselben wurde 
erzeugt mit dem von ihm konstruierten Farbenkreisel. Kreisförmige 
farbige Scheiben werden mit dem rasch rotirenden Kreisel so ver- 
bunden, daß die einzelnen Farben beliebige Sektoren des ganzen 
Kreises erfüllen; es entsteht auf diese Weise eine Mischfarbe und 
die Intensität, welche die einzelnen Componenten in derselben be- 
sitzen, wird durch den entsprechenden Teil des Kreisumfangs ge- 
messen. Die aus verschiedenen Farbenkombinationen resultierenden 
Farbentöne werden verglichen, indem auf demselben Kreisel zwei 
verschiedene Systeme von Farbenscheiben mit größeren und kleine- 
ren Durchmessern befestigt werden. Es bildet dann das eine System 
einen koncentrischen Ring um das andere und es entsteht nun die 
Aufgabe, die Verhältnisse der Sektoren so zu wählen, daß der Farben- 
Gött. gel. Anz. 1891. Nr. 12. 18, 34 
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ton des inneren und äußeren Systems derselbe ist. Es zeigt sich, 
daß die hiermit gegebene Methode der Beobachtung, die Herstellung 
von Farbengleichungen, einen sehr bemerkenswerten Grad von Ge- 
nauigkeit besitzt. Die Art und Weise, in welcher Maxwell die Farben- 
gleichungen zur Prüfung der Youngschen Theorie verwertet hat, 
möge noch mit einigen Worten erläutert werden. 

Die als Standardfarben benutzten Pigmente waren: Zinnober- 


rot (Vermillion = V), Ultramarin (U) und Smaragdgrün (Emerald- 
Grün = EG). Der-Umfang der Scheiben wurde gleich 1 gesetzt 


und die Intensität der Farben in einer beliebigen Mischung durch 
die Länge des ihnen zugehörenden Sektorbogens gemessen. Zuerst 
wurde diejenige Mischung der drei Standardfarben bestimmt, welche 
ein Grau von genau derselben Intensität erzeugte, wie es anderer- 
seits durch Kombination eines schneeweißen mit einem elfenbein- 
schwarzen Sektor hergestellt werden konnte. Das Ergebnis des Ver- 
suches wird ausgedrückt durch die Farbengleichung 


0,37 V + 0,27 U + 0,36 EG = 0,28 SW + 0,72 Bk. 


Legen wir die drei Standardfarben in die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks nach V, U und EG, so ergibt sich der dem Weiß ent- 
sprechende Punkt W als Schwerpunkt dreier in %, U und EG wir- 
kender Gewichte, welche beziehungsweise gleich 0,37, gleich 0,27 
und gleich 0,36 Einheiten sind. Gleichzeitig ist die Intensität des 
weißen Sektors 0,28 gleich der Summe der Intensitäten der das 
Weiß erzeugenden Standardfarben, d.h. gleich 1, und die Intensität 
der vollen weißen Kreisscheibe würde daher ausgedrückt durch die 


Par u: £ 1 
Intensitäten der drei Standardfarben gleich oT Ws 3,57 zu Setzen 
» 
sein. Bei einem zweiten Versuche wurde an Stelle des Zinnobers 
ein helles Chromgelb (Pale Chrom —= PC) benutzt und die folgende 


Gleichung erhalten 
0,33 PC + 0,55 U +0,12 EG = 0,37 SW + 0,63 Bk. 


Das Maaß der Intensität eines weißen Sektors von der Größe 0,37 
ist aber nach dem Vorhergehenden gleich 0,37 >< 3,57 = 1,32. 
Subtrahieren wir hiervon die Intensitäten 0,55 und 0,12 des Ultra- 
marin und des Smaragdgrün, so bleibt für das Chromgelb die Inten- 
sität 0,65 übrig und wir erhalten daher die korrigierte Gleichung 


0,65pc + 0,55 U +0,12 EG = 1,32w. 


Mit Hülfe dieser Gleichung können wir den Ort PC des Chromgelb 


— 
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in der Ebene des Dreiecks V, U, EG bestimmen. Wir haben zu 
diesem Zweck einen Punkt PC zu suchen so, daß der zuvor schon 
gefundene Punkt W der Schwerpunkt der mit den Gewichten 0,65, 
beziehungsweise 0,55 und 0,12 belasteten Punkte PC, U und EG 
ist. Es ergibt sich, daß PC zwischen V und #G aber außerhalb 
des Dreieckes %, U, EG liegt; daher kann PC auf keine Weise 
durch Mischung von V, U und EG erzeugt werden. Sobald nun in 
dieser Weise 4 Farbenpunkte in der Ebene der Zeichnung gegeben 
Sind, hat man auch die Möglichkeit zu einer Prüfung der Young- 
Schen Theorie gewonnen; man kann nämlich über Kreuz die Farben 
so kombinieren, daß derselbe Mischton herauskommt; die hierzu nöti- 
gen Intensitäten kann man einerseits experimentell bestimmen, ande- 
rerseits der graphischen Darstellung entnehmen. So ergab die Be- 
obachtung mit dem Farbenkreisel 


0,39 PC + 0,21 U + 0,40. Bk = 0,59 V + 0,41 EG. 


Bestimmt man andererseits den Punkt y, in welchem die Linie U, PC 
die Dreieckseite V, EG durchschneidet, so repräsentiert dieser die 
erzeugte Mischfarbe und es verhalten sich die Intensitäten von Zin- 
nober und Smaragdgrün wie die Entfernungen y, EG und y,V, wie 
0,58:0,42. Andererseits ergibt sich aus der Zeichnung das Verhält- 
nis der Strecken U,y und PO, y wie 0,78 zu 0,22; darnach verhal- 
ten sich die Intensitäten des Ultramarin und des Chromgelb in der 
Mischung wie 0,22 zu 0,78. Nun ist aber zu bedenken, daß nach 
der vorhergehenden Messung bei Chromgelb ein Sektor von der 
Länge 0,33 die Intensität 0,65 besitzt; die Intensität 0,78 würde da- 
her erreicht werden bei einem Sektor von der Länge 0,39. Der 
Sraphischen Darstellung der beiden vorhergehenden Versuche zufolge 
müßte also die Farbengleichung lauten 


0,39 PC + 0,22 U + 0,39 Bk = 0,587 + 0,42.EG@. 


Die Uebereinstimmung mit der durch direkte Beobachtung gewonne- 
nen ist wie man sieht eine recht gute. 

Mit Hülfe eines sinnreich konstruierten Apparates hat Maxwell 
Später auch die Stellung der Farben des Sonnenspektrums in dem 
Farbendiagramme bestimmt. Als Standardfarben wurden benutzt: 
ein Scharlach mit der Wellenlänge 2328, zwischen den Linien € und 
D etwa '/s ihres Abstandes von © weg gelegen, ein Grün mit der 
Wellenlänge 1951 nahe der Linie E, ein Blau mit der Wellen- 
länge 1688 zwischen den Linien F und @ in ein Drittel des Ab- 
Standes von F ab gelegen; die Wellenlängen der untersuchten 
Farben wurden auf die von Frauenhofer angegebenen Wellenlängen 

34 * 
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der Linien D und F redueiert und sind daher in Frauenhofers Ein- 
heiten ausgedrückt. Als Resultat der Untersuchung ergab sich, daß 
in dem Farbendiagramm die Spectralfarben von dem Scharlach mit 
der Wellenlänge 2328 bis zu dem Grün mit der Wellenlänge 1951 
auf einer geraden Linie liegen; daß ebenso die Farben von einem 
bläulichen Grau mit der Wellenlänge 1879 bis zu einem Blau mit 
der Wellenlänge 1755 zu einer zweiten geraden Linie gehören. 
Hiernach liegen also die Farben von Scharlach bis zu Blau auf den 
beiden Seiten eines Farbendreiecks und die entsprechende Ecke des- 
selben würde durch ein Grün mit der Wellenlänge 1914 gebildet 
werden; die dritte Seite des Dreiecks ist nicht mit Sicherheit fest- 
zulegen, da sich auf der einen Seite die den Farben mit kleinerer 
Wellenlänge entsprechenden Punkte sehr nahe zusammendrängen, auf 
der anderen Seite in der Nähe des Scharlach nur ein einziger Punkt 
bestimmt ist, welcher, dem Hochrot entsprechend, jener dritten Seite 
angehören würde. Die dem Rot entsprechende Ecke des Dreiecks 
würde nach den Beobachtungen von Maxwell mit dem als Standard- 
farbe benutzten Scharlach zusammengelegt werden können, während 
die dritte Ecke durch ein Blau mit der Wellenlänge 1717 gegeben 
sein würde. 


Geometrische Optik. 

Dem Gebiete der geometrischen Optik gehören in der Ausgabe 
der wissenschaftlichen Abhandlungen 9 Aufsätze an, mit einem Um- 
fange von zusammen 65 Seiten. 

In der Abhandlung >On the General Laws of Optical 
Instruments«< entwickelt Maxwell die Theorie aus der Annahme, 
daß das Instrument von einem ebenen, zur Axe senkrechten Objekte 
in zwei verschiedenen Entfernungen ein vollkommenes Bild entwerfe. 
Er zeigt, daß unter dieser Voraussetzung alle einfallenden Strahlen, 
welche von einem gemeinsamen Fokus ausgehn, auch nach dem Aus- 
tritt einen gemeinsamen Fokus haben, sowie daß die von dem In- 
strument entworfenen Bilder in allen Entfernungen frei von den Feh- 
lern der Krümmung und Verzerrung sind. Wenn ferner für zwei 
verschiedene Entfernungen die von dem Instrument entworfenen Bil- 
der der Lage und den Größenverhältnissen nach gegeben sind, so 
lassen sich die beiden Hauptbrennpunkte des Instruments bestimmen, 
ohne daß irgend eine Kenntnis der Zusammensetzung des Instrumentes 
erforderlich ist. Die hierzu dienende Konstruktion liefert aber gleich- 
zeitig die beiden Hauptebenen und Hauptpunkte und damit die bei- 
den Brennweiten des Instruments, womit dann im Princip die ganze 
Theorie und zwar in einer sehr expediten Weise erledigt ist. 
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In einem zweiten Teile der Abhandlung wendet sich Maxwell zu 
der Frage, ob es bei einem wirklichen optischen Instrumente möglich 
ist, die Bedingung der vollkommenen Bilder in zwei verschiedenen 
Entfernungen in aller Strenge zu erfüllen. Er macht bei der hierauf 
gerichteten Untersuchung Gebrauch von dem Begriff des reducierten 
Weges der Lichtstrahlen. Es lege ein Strahl in einer Reihe ver- 


schiedener Medien die Wege PP, P,P,, P,P,, ... zurück; die Licht- 
geschwindigkeiten in den betreffenden Medien seien ®,, ®,, ®, ... die 


Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum gleich »; dann ist der redu- 
cierte Weg des Lichtstrahls, der Weg, welchen er in derselben Zeit 
im leeren Raume zurückgelegt haben würde, gegeben durch 
PPRZ-+PPR=-+PRRZ=+.. 
v, v, v, 

Die Enden aller Strahlen, welche von einem gemeinsamen Fokus 
ausgehn und gleiche reducierte Wege besitzen, liegen auf einer zu 
den Strahlen senkrechten Fläche, einer Wellenfläche. Wenn ein 
Strahlenbündel einen Fokus besitzt, so sind die redueierten Wege 
gerechnet von dem Ursprung der Strahlen bis zu dem Fokus gleich 
lang. Mit Hülfe dieser allgemeinen Sätze leitet Maxwell die folgende 
Beziehung ab. Es seien a,«, und 5,ß, zwei ebene, zu der Axe des 
Instruments senkrechte Objekte; a,«, sei ein ebenes und zur Axe 
senkrechtes Bild des ersten, b,ß, ein Bild des zweiten Objektes; es 
seien ferner w, und u, die Brechungsquotienten der Medien, in wel- 
chen sich die Objekte einerseits, die Bilder andererseits befinden; 
dann ist 


u,xbß, _ , %mx<bß, 
Faß tab Mat ob, 


Aus dieser Beziehung aber folgt, daß wenn das Bild «a,«, ein ebenes 
und nicht verzerrtes ist, dies bei dem Bilde 2,ß, im Allgemeinen 
nicht der Fall sein kann. Dasselbe Resultat ergibt sich aber auch 
bei den Fokaleigenschaften der Bilder. Hinsichtlich der speciellen 
Fälle, in welchen zwei oder mehr vollkommene Bilder existieren, 
möge auf Maxwell selbst verwiesen werden. 

In den folgenden Arbeiten auf dem Gebiete der geometrischen 
Optik macht Maxwell ausschließlich Gebrauch von den Eigenschaften 
des reducierten Weges; wählt man die Zeit, während welcher ein 
Lichtstrahl im leeren Raume die Längeneinheit durchläuft, ‘als Ein- 
heit der Zeit, so ist der reducierte Weg eines Lichtstrahls gleich der 
Zeit, welche der Lichtstrahl braucht, um von dem Ausgangspunkt 
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zu dem Endpunkt seiner Bahn zu kommen; Helmholtz hat für die- 
selbe Größe die Bezeichnung »optische Länge eines Lichtstrahles«, 
Hamilton den Namen »charakteristische Funktion« eingeführt und 
diesen letzteren benutzt auch Maxwell in seinen späteren Arbeiten. 
Die charakteristische Funktion bietet ein ausgezeichnetes Hülfsmittel 
zur Untersuchung der Eigenschaften unendlich dünner Strahlenbündel, 
wie sie ja auch von Helmholtz in diesem Sinne verwertet worden 
ist. Fällt die Axe des Bündels zusammen mit der zAxe des Coor- 
dinatensystems, so kann, die charakteristische Funktion in die Form 


x” Rn) y* 
P=E+nle34 90-38 
gebracht werden. Die Flächen, für welche Y = Const, sind die 
Wellenflächen, welche auf den Strahlen des Bündels senkrecht stehn. 
Die zCoordinaten a und 5 der beiden Brennlinien des Strahlen- 
bündels, so wie der Winkel ®, um welchen sie beziehungsweise ge- 
gen die Richtung der & und yAxe gedreht sind, ergeben sich mit 
Hülfe der Beziehungen: 


he co®® sin’® 1 sin’® cos®’® 1 

nina Dr N re 
Maxwell behandelt zunächst den Fall der Brechung eines unendlich 
dünnen Strahlenbündels, wenn die Grenzfläche zweier Mittel durch 

„2 2 

ein elliptisches Paraboloid 2 = > + 5 3 repräsentiert ist, und 
die Axe des Bündels durch den Scheitel des Paraboloids hindurch- 
geht. Er zeigt wie man die Linien A,, B,, C, für das gebrochene 
Bündel konstruieren kann aus den gegebenen Linien A, B,, ©, des 
einfallenden Bündels und den Parametern A, B, C der Grenzfläche. 
Maxwell behandelt weiter den allgemeinen Fall, daß die Strahlen 
durch eine beliebige Folge verschieden brechender Medien hinter 
einander hindurchgehn. Es sei 0’ — x, y,, 2, der Ausgangspunkt 
eines Strahles in dem ersten Medium mit dem Brechungsquotienten u, ; 
das Coordinatensystem sei so gewählt, daß der Anfangspunkt P in 
der ersten Grenzfläche liege und die zAxe mit der Axe des Strahlen- 
bündels zusammenfalle.. Der Punkt P’, in welchem der Strahl die 
erste Grenzfläche trifft, habe die Coordinaten &, n, 0; der Punkt, 
in welchem der Strahl nach dem Durchgang durch eine beliebige 
Reihe von Zwischenmedien die letzte Grenzfläche verläßt, sei @’, der 
Endpunkt des Strahles R’. Mit Bezug auf ein Coordinatensystem, 
welches zu der letzten Grenzfläche und der Axe des austretenden 
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Strahlenbündels dieselbe Lage hat, wie das zuerst benutzte zu ein- 
fallendem Strahlenbündel und erster Grenzfläche, seien die Coordi- 
naten der Punkte ©’ und R’ &,, n, 0 und 2, Y%% 2, Die charakte- 
ristische Funktion des Strahles 0’ R’ wird näherungsweise durch eine 
Funktion zweiten Grades in @,Y,, &,4, & 7, &n, gegeben. Da aber 
der von dem Lichtstrahl verfolgte Weg O0’.R’ dadurch bestimmt ist, daß 
für ihn die Variationen der charakteristischen Funktion nach En EN 
verschwinden, daß die zu seiner Durchlaufung 'nötige Zeit ein Mini- 
mum ist, so erhält man die nötigen Gleichungen um er zu 
eliminieren und erhält die charakteristische Funktion in der Form: 


‚= K+ u,f, eis U, #sg Ei 4a, %; "h 6%, Yı A sb, yı 
+P%, %s ir 1%, Y, hun N Yı%a Hs sYy,% + 4a,%, m > 0, %, Ya Es 4 b,Y. 


Es seien nun die Gleichungen des einfallenden und ausfallenden 
Strahlenbündels 


©, y: m. 04 Y 
y,= a ’ a 
so entsteht die Aufgabe, wenn A,, B,, ©, und die Coöfficienten von 
V gegeben sind, A,, B, C, zu bestimmen. Maxwell zeigt, wie auch 
diese Aufgabe mit geometrischen Hülfsmitteln gelöst werden kann. 

Maxwell wendet endlich die auf der Betrachtung der charakte- 
ristischen Funktion beruhende Methode noch an auf die Theorie eines 
um seine Axe symmetrischen optischen Instrumentes; er leitet insbe- 
sondere die Bedingung dafür ab, daß das Bild eines ebenen Objektes 
scharf und frei von Krümmung sei. 

Mit den Arbeiten über geometrische Optik hängt endlich noch 
eine Abhandlung über die Cyklide zusammen. Die Annahme, daß 
ein dünnes Strahlenbündel zwei Brennlinien besitze, ist nur nähe- 
rungsweise richtig; denn die Strahlen eines Bündels, welchem diese 
Eigenschaft in Wirklichkeit zukäme, könnten keine gemeinsame Wellen- 
fläche besitzen. Es sind die Brennlinien vielmehr aufzufassen als 
Projektionen von sehr schmalen Stücken der von den Strahlen ge- 
bildeten doppelten kaustischen Fläche. Man kann nun aber die 
Frage stellen: wie muß die Wellenfläche beschaffen sein, damit die 
ihr entsprechenden Strahlen in aller Strenge zwei Brennlinien durch- 
schneiden? Es ergibt sich, daß die Bedingung erfüllt ist, wenn die 
Wellenfläche die Form einer Dupinschen Oyklide hat. Die Brenn- 
linien sind die beiden rechtwicklich zu einander stehenden konfokalen 
Kegelschnitte, Ellipse und Hyperbel, welche zu der Cyklide gehören. 
Als einfachster Fall würde sich der eines Kreisringes darbieten, aus 
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dessen Centralkreis die Strahlen rechtwinklig nach allen Seiten hin 
ausfahren, während sie auf der anderen Seite alle die Rotationsaxe 
des Ringes durchschneiden. Maxwell behandelt in der Abhandlung 
außerdem das Problem der konfokalen Cykliden mit Rücksicht auf 
die Probleme der Strömung von Elektrieität und Wärme. 

Noch möge, ehe wir das Gebiet der Optik verlassen, hinge- 
wiesen werden auf zwei kurze Notizen, von welchen die eine auf 
einen an. der gefrorenen Oberfläche eines Teiches beobachteten far- 
bigen Bogen, die andere auf die Doppelbrechung in einer bewegten, 
zähen Flüssigkeit sich bezieht. 


Mechanik, graphische Statik. 

Verhältnismäßig weniger bekannt als die Leistungen. auf den 
Gebieten der Elektrieität, der Gastheorie, der Lehre von den Farben- 
empfindungen sind bei uns die Beiträge, welche Maxwell zur Mecha- 
nik geliefert hat; und doch steht die Mechanik in der vorliegenden 
Ausgabe an Zahl der einzelnen Abhandlungen wie an Umfang der- 
selben allen übrigen Gebieten voran und besitzen die Untersuchungen 
über die Statik der Stabsysteme und über die Stabilität der Saturn- 
ringe eine fundamentale Bedeutung. 

Unter den der allgemeinen Mechanik angehörenden Abhandlungen 
heben wir zunächst eine der frühesten Epoche von Maxwells Thätig- 
keit angehörende Abhandlung über das Gleichgewicht elastischer 
fester Körper hervor. In derselben werden zuerst die allgemeinen 
Gleichungen der Elastieitätstheorie entwickelt, und sodann auf eine 
große Zahl specieller Probleme angewandt. Unter diesen heben wir 
die folgenden hervor. Die äußere Oberfläche eines Hohleylinders 
wird festgehalten, die innere durch ein auf dieselbe wirkendes 
Drehungsmoment um einen kleinen Winkel gedreht. Die Krümmung 
einer ebenen, kreisförmigen, elastischen Platte, deren beide Seiten 
einem verschieden großen hydrostatischen Drucke ausgesetzt sind; 
Brennweite des durch eine solche Platte repräsentierten Hohlspiegels. 
Torsion eines aus einer großen Zahl paralleler Drähte hergestellten 
Cylinders, unter der Voraussetzung, daß die zusammengebundenen 
Drähte nicht aneinander haften. Hohleylinder, dessen Oberflächen 
auf verschiedenen Temperaturen erhalten werden. Im einer unbe- 
grenzten elastischen Platte werden zwei zu derselben senkrecht 
stehende cylindrische Flächen im selben Sinne gleichmäßig tordiert. 
Maxwell verfolgt dabei stets die Beziehungen, welche zwischen den 
elastischen Spannungen und den Wirkungen der deformierten Körper 
auf polarisiertes Licht bestehn, er gibt für einige Fälle die Gestalt 
der isochromatischen Linien und zeigt, wie man umgekehrt die im 
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Inneren durchsichtiger Körper herrschenden Spannungen bestimmen 
kann, indem man die Wirkungen beobachtet, welche sie auf polari- 
siertes Licht ausüben. 

Wir schließen hieran einige Bemerkungen über eine spätere Ab- 
handlung >On the Equilibrium ofa Spherical Envelope«, 
in welcher die Verteilung der Spannungen in einer vollkommen un- 
ausdehnsamen Kugelfläche untersucht wird, wenn äußere Kräfte auf 
einzelne Punkte derselben wirken. Bei einer solchen Fläche wird 
die Spannung im Inneren keineswegs eine konstante sein und daher 
sind die Gleichgewichtsbedingungen von vornherein andere als in dem 
Falle einer gleichförmig gespannten Membran. Mag nun die Gestalt 
und Spannung der Fläche sein, welche sie will, jedenfalls kann man 
auf derselben zwei einander senkrecht durchschneidende Scharen von 
Linien ziehen, welche in jedem Punkte die Richtungen der Haupt- 
spannungen angeben. Das eine System werde erhalten, indem man 
einen Parameter G, das andere, indem man den Parameter H gleich 
einer Constanten setzt. Durch zwei Paare benachbarter Linien mit 
den Parametern @ und @+d@G, H und H + dH wird auf der Fläche 
ein Element ds, ><dS, ab&egrenzt, bei welchem die Seite dS, der 
Curve @ = const., dS, der Curve H = const. angehöre. Die auf 
dS, wirkende Spannung sei p,,, die auf dS, wirkende p»,. Bezeichnet 
man mit ”, und », die Krümmungshalbmesser der Normalschnitte, 
welche durch die Richtungen der beiden Hauptspannungen gelegt 
werden, so ist die Bedingung für das Gleichgewicht längs der Flächen- 
normale 


Ps: N 
rt an = NN, 


wo N, und N, die hydrostatischen Drucke zu beiden Seiten der Ober- 
fläche. Hierzu kommen nun die Bedingungen für das Gleichgewicht 
in der Richtung der Curven @ und H. Auf die Seite dS, des be- 
ds, . 

= -dH m 

Pu dH 
der Richtung der Curve Y; die Spannung auf der gegenüberliegen- 
dp, ; ds daS, : 

d@G, ihre Länge "dH + - —IGdH: 

AG a ER dGdH j 
die Resultante aus den Kräften, welche auf die beiden in der Rich- 
tung @ liegenden Seiten unseres Elementes wirken, ist daher 


trachteten Flächenelementes wirkt die Kraft 9,48, 


den Seite ist 9,, + 


€ Dir 2 AD, d’ Ss, 


a‘ IH +2. sun )a GdH. 
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Dieselbe muß sich im Gleichgewicht befinden mit der in dieselbe 
Richtung fallenden Componente der auf das andere Seitenpaar wir- 
kenden Kräfte; diese ist gleich 9,,dS» multiplieiert mit dem sinus 
des zwischen den Seiten eingeschlossenen Winkels, also gleich 
72 © 
P5 AN, >< Be dGdH. Die Gleichgewichtsbedingung wird hier- 
dGdH 
nach 


dp, ds, a’ 8, 
aG an + PuPu) dan ” 
und ebenso für das Gleichgewicht längs der Curve H. 


dp, ds d’S, 


AH aG + PuPı) gan" 


Für eine Kugelfläche, auf welche keine hydrostatischen Drucke 


wirken, ist 2, + 23 — 0 und die erste der beiden Gleichungen wird 
1 dp. 2 I ö 
KIEL AR 
ee ms 
Bu RER GE IR 3 Be kiä 


Hier ist ©, nur abhängig von H und ©, nur abhängig von G; man 
kann also an Stelle der bisher benutzten Funktionen HZ und @ neue 
Funktionen einführen, so daß die gefundenen Beziehungen einfach 
so lauten 


en 
— gs ER 
Die Curven & = const. und HZ = const. können der Theorie der elek- 


trischen Leitung entsprechend gefunden werden als Strömungs- und 
Spannungscurven der Elektrieität auf der als gleichmäßig leitend 
betrachteten Kugelfläche. Eine Strömung der Elektrieität auf dieser 
ist aber nicht denkbar ohne Stromquellen oder Wirbelpunkte ; daraus 
folgt, daß eine ungleichförmige Spannung in der Kugelfläche nur er- 
zeugt werden kann durch äußere Kräfte, deren Angriffspunkte eben 
jene ausgezeichneten Stellen der Oberfläche sind. 

Maxwell behandelt zunächst den Fall einer Kugelfläche, auf 
welche in den Endpunkten eines Durchmessers zwei gleiche, ent- 
gegengesetzt gerichtete Kräfte wirken. Durch Inversion ergibt sich 
daraus das System der Curven der Hauptspannungen für eine Kugel- 
fläche, welche in zwei beliebigen Punkten in der Richtung der sie 


Maxwell, The Scientifie Papers ed. by Niven, 475 


verbindenden Sehne von äußeren Kräften angegriffen wird. Das eine 
System ist repräsentiert durch die Kugelkreise, welche durch die 
beiden Angriffspunkte hindurchgehn ; das andere System wird von 
der Schaar der Kreise gebildet, deren Ebenen durch die Polare der 
beide Punkte verbindenden Sehne gehn. Der Fall einer Kugelfläche, 
welche durch ein beliebiges System von unter sich im Gleichgewicht 
stehenden Kräften sollieitiert wird, kann auf den vorhergehenden re- 
duciert werden. Die wirkliche Ausführung der Rechnung ist aber 
schwierig, weil die resultierenden Spannungen nicht mit Hülfe einer 
einfachen Superposition gefunden werden können. Ein solches Prin- 
eip ist für den Fall einer ebenen Platte gegeben durch die von Airy 
eingeführte Spannungsfunktion ; lassen sich die Spannungskomponenten 
in einer ebenen Fläche darstellen in der Form 
dr dF d’F 


De Tray u 

so ist die Fläche unter der Wirkung derselben im Gleichgewicht; 
sind die Werte der Spannungsfunktionen für verschiedene Fälle ge- 
geben, so existiert bei gleichzeitiger Wirkung der verschiedenen Ur- 
sachen eine resultierende Spannungsfunktion, welche gleich der Summe 
der Einzelfunktionen ist und deren zweite Differentialquotienten die 
resultierenden Spannungen bestimmen. Nun geht eine Kugel durch 
Inversion in eine Ebene über, wenn das Centrum der Inversion in 
der Oberfläche der Kugel selbst liegt; damit ist die Möglichkeit ge- 
geben, die Airysche Funktion auch für die Spannungsprobleme der 
Kugel nützlich zu machen. 

Wir gehn über zu einem Berichte über die Arbeiten, durch 
welche Maxwell zu einem der Begründer der graphischen Statik 
geworden ist, Arbeiten, deren eigentümlicher Charakter vorzugsweise 
durch die Beziehungen begründet wird, welche Maxwell zwischen den 
Methoden der graphischen Statik und allgemeinen mechanischen Pro- 
blemen herstellt. Die erste Arbeit »>On Reciprocal Figures 
and Diagrams of Forces«< trägt im Wesentlichen den Charakter 
einer geometrischen Einleitung. Reciproke ebene Figuren sind 
solche, welche eine gleiche Zahl von Seiten besitzen, bei welchen die 
entsprechenden Seiten entweder parallel sind, oder auf einander 
senkrecht stehn und bei welchen Linien, welche in der einen Figur 
von einem Punkt ausgehn, in der anderen ein geschlossenes Polygon 
bilden. Den einfachsten Fall zweier solcher Figuren erhält man, 
wenn man zunächst ein Dreieck zeichnet und dann von einem in der 
Mitte des Dreiecks liegenden Punkte Linien nach den Ecken zieht. 
Man hat dann ein Diagramm, welches aus 4 Punkten, 6 Seiten, 4 
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Dreiecken besteht; verbindet man andererseits die Mittelpunkte der 
4 den Dreiecken umschriebenen Kreise durch 6 Linien, so erhält 
man ein zweites Diagramm, welches der Bedingung der Reeiproecität 
genügt; dreht man dieses Diagramm um einen rechten Winkel, so 
kommen die entsprechenden Seiten in die parallele Lage. Uebrigens 
kann die zu dem ersten vollständigen Vierseit reeiproke Figur auch 
von Hause aus in der parallelen Lage gezeichnet werden. Bezeich- 
nen wir die Ecken des ersten Dreieckes durch 1, 2, 3, den in der 
Mitte angenommenen Punkt durch 4, die entsprechenden Seiten der 
reciproken Figur durch 12, 23, 31, 41, 42, 43, so ergibt sich der 
Satz: das Dreieck 123 ist im Gleichgewicht, wenn auf die Ecken 
desselben Kräfte wirken, deren Größe und Richtung durch die Seiten 
41, 42 und 43 der reciproken Figur gegeben wird; die mechanische 
Beziehung der beiden Diagramme kann aber in allgemeinerer Weise 
formuliert werden, wenn man sich in den 6 Seiten der ersten Figur 
Spannungen wirkend denkt, deren Größen durch die entsprechenden 
Seiten der reciproken Figur gegeben sind. Es ist dann jeder der 
Punkte 1, 2, 3 und 4 im Gleichgewicht unter der Wirkung der drei 
in ihm angreifenden Spannungen. Man kann jeden beliebigen von 
den 4 Punkten des Diagramms weglassen, die Spannungen in den 
nach ihm hinlaufenden Seiten sind dann zu ersetzen durch äußere 
Kräfte, welche auf die 3 übrigbleibenden Punkte wirken, und diese 
sind im Gleichgewicht unter der Wirkung der Kräfte und der Spann- 
ungen in den sie verbindenden Seiten. Dieselben Betrachtungen 
kann man anknüpfen an ein Seilpolygon, welches unter der Wirkung 
gegebener Kräfte im Gleichgewicht sich befindet. Wir zeichnen ein 
Polygon mit den Ecken 1 2 3 4 5, von einem im Inneren beliebig 
angenommenen Punkt 6 ziehen wir Linien nach den Ecken des Po- 
lygons. Nun kann man auf Grund des für das Vierseit geltenden 
Satzes zeigen, daß man eine reciproke Figur konstruieren kann, bei 
welcher die Parallelen zu den Seiten 12, 23, 34, 45, 56 durch einen 
Punkt gehn und zwischen diesen ein Polygon ausgespannt ist, dessen 
Seiten parallel den Linien 61, 62, 63, 64, 65 sind. Denkt man sich 
unter den Seiten der ersten Figur Stäbe, in welchen Spannungen 
vorhanden sind, deren Größen durch die Längen der entsprechenden 
Seiten der reciproken Figur gegeben sind, so sind alle Punkte der 
ersten Figur im Gleichgewicht unter der Wirkung der in ihnen an- 
greifenden Spannungen. Man kann wieder beliebige Punkte der Fi- 
gur weglassen, wenn man die Spannungen in den nach ihnen hin- 
laufenden Seiten ersetzt durch äußere Kräfte, welche auf die übrigen 
Punkte wirken. Man kann auf diese Weise von einem System, wel- 
ches unter der Wirkung seiner inneren Spannungen im Gleichgewicht 
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ist, übergehn zu einem System, welches unter der Wirkung äußerer 
Kräfte im Gleichgewicht sich befindet. Darauf beruht die Anwen- 
dung der reciproken Diagramme zur Bestimmung der Spannungen 
in Trägern, wie sie bei der Konstruktion von Dachstühlen, Gitter- 
brücken auftreten. Man wird das unvollständige nicht geschlossene 
Liniensystem, welches durch die Stäbe des Trägers und die Rich- 
tungen der in den Gelenken angreifenden äußeren Kräfte gegeben 
ist, zu einem vollständigen System ergänzen; gelingt es, zu diesem 
System die reeiproke Figur zu konstruieren, so sind die inneren 
Spannungen des ergänzten Systems bestimmt und damit auch die 
Spannungen, welche in den Stäben des Trägers durch die äußeren 
Kräfte erzeugt werden. Die Bedingungen, an welche die Möglichkeit 
der Konstruktion reciproker Diagramme gebunden ist, bilden den 
wesentlichen Gegenstand der ersten Arbeit Maxwells. Den Schluß 
derselben bildet eine Bemerkung über reciproke Diagramme im 
Raume. Das einfachste Beispiel eines solchen erhält man, wenn man 
von einem Punkt im Inneren einer dreiseitigen Pyramide Linien nach 
den Ecken derselben zieht und die Mittelpunkte der Kugeln be- 
stimmt, welche den 5 im Ganzen vorhandenen Tetraedern umschrie- 
ben sind. Zieht man die 10 Verbindungslinien der 5 Mittelpunkte, 
so erhält man eine zweite dreiseitige Pyramide, welche gleichfalls in 
4 Tetraeder geteilt ist. Es entspricht nun jeder Fläche der ersten 
Figur eine zu ihr senkrechte Seite der zweiten, jedem Tetraeder, 
allgemeiner ausgedrückt jedem geschlossenen Polyeder der ersten Fi- 
gur ein von einem Punkte ausstrahlendes Büschel von Seiten in der 
zweiten und umgekehrt. Läßt man in den Seiten der ersten Figur 
Spannungen wirken, welche proportional sind dem Inhalt der ent- 
sprechenden Flächen in der zweiten, so sind die Punkte der ersten 
Figur unter der Wirkung der in ihnen angreifenden Spannungen im 
Gleichgewicht. 

Wenn ein Stabgitter nicht einfach versteift ist, sondern über- 
zählige Verbindungsstücke enthält, so reichen die gewöhnlichen Be- 
trachtungen der Statik nicht hin, um die Spannungen zu bestimmen; 
man muß vielmehr die elastischen Verlängerungen und Verkürzungen 
in Rechnung ziehen, um das Problem zu einem bestimmten zu ma- 
chen. Wie dies nach einer allgemeinen Methode in möglichst ein- 
facher Weise geschehen kann, zeigt Maxwell in einer zweiten un- 
mittelbar an die zuvor besprochene sich anreihenden Arbeit. 

Von großem Interesse ist eine dritte Abhandlung »On Reci- 
procal Figures, Frames and Diagrams of Forces«<, in 
welcher Maxwell die mit der graphischen Statik zusammenhängenden 
Probleme in einer sehr bedeutsamen Weise dargestellt hat. Nachdem er 
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die in der ersten Abhandlung enthaltenen Ausführungen teilweise 
wiederholt hat, entwickelt er die Vorteile, welche sich für die Kon- 
struktion reciproker Diagramme ergeben, wenn man die Figuren als 
Projektionen räumlicher Polyeder auffaßt. Man kann dann zur Kon- 
struktion reciproker Figuren eine Eigenschaft des Rotationsparabo- 
loides benutzen, welche zunächst entwickelt werden möge. Die Glei- 
chung des Paraboloids sei 2cz2 = x”-+y’”. Nehmen wir auf der 
Oberfläche des Paraboloids zwei Punkte &, %,, 2, und &,, Ya, #g, SO 
sind die Gleichungen der in denselben an das Paraboloid gelegten 
Tangentialebenen ce (<—2,) = zz, + yy, und e(z—2,) = 2%, + yY. 
Die Schnittlinie der beiden Ebenen ist die Polare der Linie 12; ihre 
Projektion auf die #yEbene ergibt sich durch Elimination von z in 
der Form: (©, —2,)2 + (y,—Yy,)y = e(2,—2,)); sie steht darnach 
senkrecht auf der xy Projektion der Linie 12. Wir konstruieren nun 
ein Tetraeder, dessen Ecken 12 3 4 im Inneren des Paraboloids ganz 
beliebig liegen. Konstruieren wir zu sämtlichen Seiten des Tetra- 
eders die reciproken Polaren mit Bezug auf das Paraboloid, so müs- 
sen diese wieder ein Tetraeder bilden. Denn für je drei Seiten, 
welche in dem ursprünglichen Tetraeder eine Fläche einschließen, 
müssen die reciproken Polaren durch einen Punkt gehn und für je 
drei Seiten, welche in dem ursprünglichen Tetraeder durch einen 
Punkt gehn, müssen die reciproken Polaren in einer Ebene liegen. 
Projieciert man aber die beiden Tetraeder auf die «yEbene, so er- 
hält man zwei vollständige Vierseite, deren entsprechende Seiten 


“auf einander senkrecht stehn, welche also reciproke Diagramme 


bilden. 

Weiterhin untersucht Maxwell die Verhältnisse der Freiheit und 
des Zwanges, welche bei Stabsystemen auftreten. Besteht ein solches 
System aus sGelenken oder Punkten, so würde die Lage derselben 
gegen ein festes Coordinatensystem durch 3s Strecken gegeben sein, 
nun sind aber 6 Angaben notwendig, um die Lage dreier Punkte 
des Stabgitters gegen die Axen des Coordinatensystems festzulegen. 
Die relative Lage der Punkte des Stabgitters gegen einander wird 
somit durch 3s—6 von einander unabhängige Verbindungslinien be- 
stimmt. Sind statt dessen nur e von einander unabhängige Verbin- 
dungslinien gegeben, so hat das Stabgitter 3s—6—e = p Grade 
der Freiheit. Bezeichnet man andererseits die Anzahl der Flächen, 
welche von den Stäben des Gitters gebildet werden mit f, die An- 
zahl der Räume, welche durch das von demselben gebildete Polyeder 
von einander geschieden werden, mit v, den Grad des Zusammen- 
hangs, welchen jenes Polyeder besitzt, mit n, so ist /+s—e = v +2—2n. 
Nehmen wir an, die eVerbindungslinien unseres Stabgitters bilden 
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ein geschlossenes Polyeder, dessen Flächen alle dieselbe Seitenzahl m 
haben, so ist mf = 2e und = 3(w—2n) + 2e(1—3/m). Sind die 
Flächen des Polyeders Dreiecke, so reduciert sich dieser Ausdruck 
auf » = 3(v—2n). Bildet das Stabgitter ein einfaches geschlosse- 
nes Polyeder mit lauter dreieckigen Seitenflächen, so ist v —= 2 und 
n = 1, alsop = 0. Ein solches Polyeder hat keinen Grad der 
Freiheit, ist also ein starres System. Durch Grenzübergang ergibt 
sich, daß auch eine vollkommen unausdehnsame, geschlossene Ober- 
fläche starr, also von unveränderlicher Form ist. Bilden die Stäbe 


ein ringförmiges, einmal durchbohrtes Polyeder, soist v = 2, n —=2 
und » = —6. Ein solches Polyeder, und dementsprechend auch 


eine ringförmige, unausdehnsame Fläche ist nicht nur fest, sondern 
auch innerer Spannungen fähig. Den Ausdruck für den Grad der 
Freiheit kann man allgemeiner so schreiben: p = 3 (v—2n) + 2e—3f. 
Nimmt man eine einzige Fläche weg, so wird f und v» um die Ein- 
heit kleiner, während die übrigen Zahlen bleiben, der Grad der 
Freiheit wird nicht geändert. Nimmt man 1 Verbindungslinie weg, 
so wird e um 1, f um 2, vo um 1 kleiner, der Grad der Freiheit 
wird also um 1 größer. Bei einem mehrfach zusammenhängenden 
Polyeder kann man durch Wegnahme von Verbindungslinien die 
inneren Spannungen lösen. Die Starrheit einer unausdehnsamen 
Oberfläche wird durch eine Oeffnung in derselben zerstört. 

Die Betrachtung eines ebenen Diagramms, dessen Punkte unter 
der Wirkung der in den Verbindungslinien vorhandenen Spannungen 
und Pressungen im Gleichgewicht sich befinden, wird noch in anderer 
Weise für die Theorie der Träger fruchtbar gemacht. Es leuchtet 
ein, daß das Gleichgewicht der Punkte dadurch nicht gestört wird, 
daß wir die auf dieselben wirkenden Kräfte alle im selben Sinne um 
90 Grade drehen. Dadurch aber verwandeln sich die seitherigen 
abstoßenden und anziehenden Wirkungen in Kräftepaare, deren Axen 
zu der Ebene des Punktsystems senkrecht stehn. Es ist klar, daß 
das Punktsystem auch unter der Wirkung dieser Kräftepaare im 
Gleichgewicht ist. Hieraus folgt der Satz: »Wenn ein ebenes Punkt- 
system unter der Wirkung anziehender und abstoßender Kräfte sich 
im Gleichgewicht befindet, so ist die Summe der Anziehungen, jede 
multipliciert mit der Entfernung der Punkte, zwischen welchen sie 
wirkt, gleich der Summe der Abstoßungen, jede mit der entsprechen- 
den Entfernung multipliciert. Auf einen Träger findet der Satz An- 
wendung, indem man mit demselben eine horizontale Linie in fester 
Verbindung sich denkt und alle Gewichte, welche auf die einzelnen 
Punkte wirken, ersetzt durch Anziehungen von Seiten der vertikal 
unter ihnen liegenden Punkte jener Horizontalen, alle Widerstände 
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der Stützen durch Abstoßungen,, welche von Punkten derselben Ho- 
rizontallinie ausgehn. 

Von ganz besonderem Interesse ist der zweite Teil der Ab- 
handlung, in welchem Maxwell die allgemeine Theorie der Spannungs- 
diagramme in drei Dimensionen behandelt. Ein solches Diagramm 
wird zunächst auf dem folgenden Wege erzeugt; der Körper, wel- 
cher sich in irgend einem Zustande der Spannung befindet, wird be- 
zogen auf ein Coordinatensystem x, y, 2; ein Bild des Körpers wird 
erzeugt dadurch, daß die Coordinaten &, n, & eines Bildpunktes mit 
ezug auf ein zweites Coordinatensystem gegebene Funktionen der 
Coordinaten x, %, 2 des Körperpunktes sind. Ist in dem Inneren 
des Körpers ein Flächenelement dydz gegeben, so werden die Com- 
ponenten der auf dasselbe wirkenden Spannung bezeichnet durch Ds 
Pa» Pa Diese Spannungen werden nun mit Hülfe des Diagramms 
in folgender Weise bestimmt. Dem Element dydz des Körpers ent- 
spricht ein Element im Bilde, welches die Form eines Parallelogramms 
hat. Wenn man die Seiten des Parallelogramms auf die Coordi- 


; Er s. a de. dy 
natenebenen 8n& projiciert, so erhält man die Längen ie iy, - 1 Ay, 


dy ü dy 
a8 Fe; BR de, ba: Die mechanische Beziehung des 
dy dz dz dz 
Diagrammes ist nun folgende. Auf das Flächenelement des Bildes 
denken wir uns einen gleichmäßigen hydrostatischen Druck p wir- 
kend; die durch ihn bestimmte Kraft gibt dann der Größe und Rich- 
tung nach die Kraft an, welche in Folge der inneren Spannungen 
auf das Element dydz des Körpers ausgeübt wird. Aus dieser Be- 
ziehung ergibt sich unmittelbar, daß ein beliebiges Volumelement 
des Körpers mit Bezug auf translatorische Wirkungen im Gleich- 
gewicht sich befindet. Die rotatorischen Wirkungen verschwinden, 
wenn & = Er ae u Pre: gesetzt wird. Hiernach befindet 

da dy dz 

sich der Körper im Zustande des Gleichgewichts, wenn die auf ein 
Element dydz ausgeübten Spannungskomponenten dargestellt wer- 
den durch: 


dy und 


RZTN | dF eF an)! 
ee 3 a dyde 
| RR wir aF d@F 
Pr Bart e nA Ay le g8 
dydz dzdz 2” dady 


2». =» GH de @rF N 


dady dyde dy® dadz 


| 
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und analoge Gleichungen hinsichtlich der anderen Axen gelten. Ist 
dr f d’F @®F @F 
Zn 9 oWwird: 2, =» dy?’ 2, =-» deay’ 2, = me 
Die der zAxe parallelen Componenten verschwinden; F ist jetzt 
identisch mit der von Airy eingeführten Spannungsfunction. 

Die Eigenschaft der Reciproeität wird dem durch die Beziehun- 


dF dF dF 


ion &E = —, ‚&= -- bestimmten Diagramme _ erteilt 
dx dy de 8 


durch Einführung einer zweiten Funktion ®, welche definiert wird 
durch © = a6 +yn+2£-F. Denkt man sich in dieser x, y, 2 
do dd d® 

Zu ae 
diese Gleichungen enthalten den Satz, daß man auch umgekehrt 
Spannungen im Inneren des mit dem Coordinatensystem £, n, & ver- 
bundenen Bild-Körpers repräsentieren kann durch hydrostatische 
Drucke in dem auf das System zy2 bezogenen ursprünglichen Kör- 
per. Die Beziehung der durch die Funktionen F und ®& verbunde- 
nen Diagramme ist somit in der That eine reciproke. 

Zwei Funktionen F und &, welche durch die Gleichung 
F+®= a +yn-+2& mit einander verknüpft sind, können aber 
noch in anderer Weise verwandt werden, um eine reeiproke Be- 
ziehung eines mit dem System ©yz verbundenen räumlichen Dia- 
gramms zu einem zweiten mit &n& verbundenen zu vermitteln. Durch 
die Gleichung ® = x, 8 +y, n+2,5—-F, werden wir einem einzelnen 
Punkte P, des ersten Diagramms einen ganzen Raum des zweiten 
zuordnen. Einem zweiten Punkt des ersten Diagramms, ?,, ent- 
spricht ein zweiter Raum des zweiten; der Verbindungslinie BAER 
die Ebene z& +y,n + s:-PF, = wss+tyn+a2Lt- F,, in welcher 
sich die beiden Räume schneiden. Nehmen wir im ersten Diagramm 
einen dritten Punkt hinzu, so entspricht dem Dreieck P,P,P, eine 
gerade Linie im zweiten; endlich entspricht einem Tetraeder P PB: 
im ersten Diagramm ein Punkt im zweiten. Nehmen wir an, es sei 
F eine lineare Funktion der Coordinaten x, y, 2, so erfährt das 
System eine wesentliche Vereinfachung; es entspricht dann einem 
Punkt des ersten der Raum des zweiten Diagramms, einem Vektor 
im ersten eine Ebene im zweiten, parallelen Ebenen im ersten 
eine Linie im zweiten und jedem Tetraeder des ersten ein und 
derselbe Punkt des zweiten. Die geometrische Konstruktion der 
entsprechenden Elemente ist folgende: In dem ersten Diagramm be- 
stimmen wir eine Ebene A, in welcher F einen konstanten Wert 
hat. Von einem beliebigen Punkte P, aus, in welchem F den Wert 
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ausgedrückt durch &, n, & so ergibt sich: x 
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F'" besitzen möge, fällen wir auf A eine Senkrechte, deren Länge 
F—-F' 
H 
ab. Ziehen wir in dem System &n& vom Anfangspunkt aus eine 
Strecke gleich und parallel mit P,@, so ist der Endpunkt ®’ der- 
selben derjenige Punkt des zweiten Diagramms, welcher den Tetra- 
edern des ersten entspricht. Wir nehmen ferner in der Ebene A 
drei beliebige Punkte ?P,, P,, P, und ziehen die Verbindungslinien 
P,P,, P,P,, P,P,, deren Längen durch »,, ?,, », bezeichnet wer- 
den mögen. Nehmen wir nun die Ebene »,p,, so erhalten wir die 
ihr entsprechende Linie des zweiten Diagramms, indem wir von Q@ 
eine Senkrechte Q@R, auf die Ebene fällen und durch @’ eine Pa- 
rallele ©’ R} dazu ziehen. Verlängern wir die Linie P,R, bis zum 


gleich Z sei, auf dieser tragen wir von P, aus die Strecke P,Q = 


Schnitt 8, mit P,P,, so ist Hx<P,Q@ = P,R,>=<P,®,, somit 
P,R = DE ; d.h. der Abstand der Linie @’'R} von dem Anfangs- 


PS, 
punkt des Coordinatensystems &n& ist gleich dem Gefälle der Funk- 
tion F' in der entsprechenden Ebene 9,7,. Endlich ergibt sich die 
einer bestimmten Linie, etwa p,, entsprechende Ebene des zweiten 
Diagramms, wenn man durch @ eine Ebene senkrecht zu p, und 
durch den Punkt ©’ eine Parallelebene dazu legt. Der Abstand der 


Ebene von dem Anfangspunkt wird gleich z ——, gleich dem Ge- 
fälle der Funktion F längs der Linie ».. = 

Schreibt man die Funktion F in der Form F = F,+ Ax+ By+ Ce, 
so hat man die Gleichung 28 +yn+25-D = F,+Azxz+ By + 02. 
Schreibt man diese Gleichung für 4 Punkte des ersten Diagramms, 
so ergibt sich E= (F, +Axr+ By+ (2, y 3, —-D): (9% % —1), 
wo die Klammern an Stelle der entsprechenden Determinanten ge- 
setzt sind; der Quotient der Determinanten reduciert sich auf 8 = 4; 
ebenso wird n—= B, &= (C und dadurch ® = F,. Die Coordi- 
naten desjenigen Punktes im zweiten Diagramme, welcher den 
Tetraedern des ersten entspricht, sind somit A, B, C, d.h. gleich 
dF dF dF 
dz’dy’ de ’ 
Wert von F im Nullpunkt des ersten Coordinatensystems. 

Wir wollen nun den Raum des ersten Diagramms vollständig 
abteilen durch Zellen, welchen wir im Interesse der Anschaulichkeit 
die Gestalt von Rhombendodekaedern oder Granatoedern geben. 
Innerhalb jeder Zelle soll F' eine lineare Funktion der Coordinaten 
sein, aber innerhalb jeder Zelle eine andere. Dann entspricht in 


der Wert von & in diesem Punkte ist gleich dem 
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dem zweiten Diagramme jeder Zelle ein Punkt, dessen Coordinaten 
gleich den Coöfficienten A, B, © der betreffenden Funktion F sind. 
Man kann nun den A, B, C in den verschiedenen Zellen solche 
Werte erteilen, daß ein regelmäßiges Punktsystem in dem zweiten 
Diagramme entsteht, dessen Anordnung in folgender Weise beschrie- 
ben werden kann. Wir teilen zunächst eine Ebene durch zwei Scha- 
ren zu einander senkrechter gerader Linien in lauter (Quadrate ab; 
jedes Quadrat benutzen wir als Diagonalebene eines über demselben 
zu Konstruierenden Oktaeders. Die Spitzen der Oktaeder liegen 
dann oberhalb und unterhalb der Ebene in zwei zu ihr parallelen 
Ebenen und erzeugen dort quadratische Netze, welche dem ursprüng- 
lichen Netz kongruent sind; die Quadrate dieser Netze machen wir 
abermals zu Diagonalebenen von Oktaedern und fahren so fort, bis 
der ganze Raum mit dem durch die Oktaederecken gebildeten 
Punktsystem gefüllt ist. Man sieht, daß auf diese Weise zugleich 
eine Zellteilung des Raumes &n7& entsteht; aber die oktaedrischen 
Zellen vermögen allein nicht den Raum zu füllen, sondern es sind 
zwischen dieselben noch tetraedrische Zellen eingebettet. Endlich 
mögen noch beide Diagramme in eine solche gegenseitige Lage ge- 
bracht werden, daß die Oktaederecken des zweiten Diagramms in die 
Mittelpunkte der Granatoeder des ersten Diagramms fallen und daß 
die Kanten der Oktaeder senkrecht stehn auf den Flächen der 
Granatoeder. Nun sieht man leicht, daß zwischen den Diagrammen 
eine reciproke Beziehung besteht von folgender Art. Den von 12 
Flächen begrenzten Granatoeder-Zellen des ersten Diagramms ent- 
sprechen Punkte des zweiten, von welchen je 12 Oktaederkanten 
ausgehn, und zwar entspricht jeder Granatoederfläche eine zu ihr 
senkrechte Oktaederkante ; umgekehrt entspricht jeder Granatoeder- 
kante eine zu ihr senkrechte Oktaederfläche. Den Punkten des 
Granatoedersystems, in welchen zwei vierkantige Ecken benachbarter 
Granatoeder zusammenstoßen, von welchen also 8 Kanten aus- 
gehn, entsprechen die von 8 Flächen begrenzten Oktaeder des zwei- 
ten Diagramms. Von den Punkten, in welchen zwei dreikantige 
Ecken benachbarter Granatoeder zusammenliegen, gehn je 4 Linien 
aus; ihnen entsprechen die Tetraederräume des zweiten Diagramms. 
Die Verhältnisse der beiden Diagramme entsprechen hiernach voll- 
ständig den aus der Gleichung ® — »£ +yn+2$—F folgenden 
Bedingungen. Diese Gleichung wird aber auch bei einem beliebigen 
in unregelmäßiger Weise angeordneten Diagramm zur Konstruktion 
des reciproken Diagramms führen. Es gilt dann für de 'artige Dia- 
gramme der schon früher erwähnte Satz, daß die Punkte des einen 
35* 
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im Gleichgewicht sind, wenn längs der von ihnen ausgehenden Li- 
nien Spannungen wirken proportional dem Inhalte der entsprechen- 
den Flächen des zweiten Diagramms. 

Läßt man bei der vorhergehenden Darstellung die Granatoeder- 
zellen des ersten Diagramms unendlich klein werden, so kommt man 
zurück zu dem Ausgangspunkt der Betrachtung; 7 kann wieder als 
eine beliebige stetige Funktion von x, %, 2 betrachtet werden und 
dF' dF' dr 
de? 1, day’ de 

Eine zweite allgemeine Methode, Spannungen in einem auf das 
erste Coordinatensystem bezogenen Körper darzustellen, welche vor 
der früheren den Vorteil hat, dem Prineip der Superposition zu ge- 
nügen, entwickelt Maxwell in folgender Weise. In dem ersten Dia- 
gramm werden 3 zu einander senkrechte Linienelemente s,, s 


2) 


es ist E = 


Ss 
8 
gezogen; die entsprechenden irgend welche anderen Winkel mit 
einander bildenden Linienelemente des zweiten Diagramms seien 


6,, 6,, 6. Dann ergibt sich die Gleichung 


{07 6, R 6, 
—i cos (8, 6,) + 5 608 (S,, 6,) + 2 CO8.3,,.0,)a—— ı ZIEL. 
.; “8 


1 2 


Auf das Flächenelement s,s, wirke ein normaler Druck von der 
Größe p4F und eine mit o, parallele Spannung vom Betrage 


1 


6 2 3 h E : s 
»? —'; hiernach wird die XComponente des auf s,s, wirkenden 
u. 2 


1 
ee 6 ® - 
Druckes X =» Jar 08 (S,, &)— — 608 (6, x) ‚ während andererseits 
Ss 
zufolge der bekannten Gleichung der Elastieitätstheorie 
X = 9, 008(8,%) +9. 608 (8,9) + P.. 008 (84,2). 


Stellt man die entsprechenden Gleichungen für die beiden anderen 
Axen auf, so ergibt sich 


ICH: 2), N  dF 


er day’ + ar —Pandy’ 


Da diese Ausdrücke den Bedingungen des Gleichgewichts genügen, 
so gilt dies auch von den ihnen zu Grunde liegenden Systemen von 
Drucken und Spannungen. 

Wendet man diese Darstellung der Spannungen auf das zuvor 
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betrachtete System von Granatoederzellen an, so ergibt sich, daß im 
Inneren der Zellen die Spannung allenthalben verschwindet. Legen 
wir das Linienelement s, so, daß sein Anfangspunkt in der einen, 
sein Endpunkt in der Nachbarzelle liegt, während s, und s, in der- 
selben Zelle liegen, so ist o, gleich dem Abstand zweier Oktaeder- 
ecken in dem reciproken Diagramm; lassen wir den Anfangspunkt 
des Elementes s, an die innere Seite der Grenzfläche rücken, wäh- 
rend s, selbst zu der Grenzfläche senkrecht steht, so ist cos(s,,6,) = 1, 
6, = 04 = (0, somit der auf das Element s,s, der Grenzfläche ausge- 
übte Druck gleich (o,/s,—o,/s)p = 0. Drehen wir das Element s,, 
während sein Anfangspunkt auf der inneren Seite der Grenzfläche 
bleibt, so daß sein Endpunkt die Grenzfläche auf der anderen Seite 


berührt, so wird gleichzeitig o,/s, unendlich und cos (s, 6) = 0. 
f «1, 0,608 (8,, 6,) ; ER } 
Somit bleibt —-————- -"- endlich und repräsentiert einen Druck, wel- 
Ss 
1 


cher in der Grenzfläche nach der Richtung s, wirkt; derselbe Druck 
findet, da ja die Lage von s, in der Grenzfläche willkürlich ist, nach 
allen anderen Richtungen hin statt; das betrachtete System von 
Drucken oder Spannungen ist somit identisch mit demjenigen, wel- 
ches in den Wänden der Granatoederzellen sich einstellt, falls die- 
selben aus Seifenlösung bestehn. 

Maxwell behandelt in einem weiteren Abschnitte die Theorie der 
Spannungen in einem zweidimensionalen System mit Benutzung der 


2 nj 72 71 2 7 
Airyschen Funktion. Er setzt p,, = Euch .—_ u = ze 
, Dr dy ei; dady’ 7 ® dio” 
Das reciproke Diagramm wird erzeugt durch die Beziehungen 
dF dr 
= _- =—_— . Hierna ist : 
& Bi N = Tiernach ist 
v’r ®F dy dx 
ara Fr 
% dy® IT dxdy .. Pas Pads AR 
dy 


Si" de. , - j 
Es sind aber und — F die Richtungseosinusse der Normale des 
Ri 


Elementes ds, somit nach der bekannten Gleichung der Elastieitäts- 
theorie d&$ = Xds und ebenso dn = Yds, unter X und Y die 
Componenten der auf das Element ds ausgeübten Spannung ver- 
standen. Dies ist der Fundamentalsatz der theoretischen Entwicke- 
lung, dessen Ableitung bei Maxwell aber inkorrekt ist. Bezeichnen 
wir mit do die Länge des Linienelementes, welches in dem zweiten 
Diagramme dem Elemente ds entspricht, so repräsentiert dieses 
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durch Richtung und Länge die ganze auf das Element ds ausgeübte 
Spannung. Es sei ds ein Element einer geschlossenen Curve, P, und 
P, seien die Werte, welche die Hauptspannungen in irgend einem 
Punkte dieser Curve besitzen. Es sei ferner R die resultierende 
Spannung, welche auf das Element ds wirkt, r seine Entfernung von 
dem Anfangspunkt des Coordinatensystems, so ist 


(f($, EP,)dedy = — (Ar cos(R,r)ds 
und : 
(\P,P,dedy — (d&dn. 


Der letzte Satz ist auch anwendbar auf ein Stabgitter. Der Ein- 
fachheit halber betrachten wir einen Punkt, in welchem nur 3 Stäbe 
zusammenstoßen; legen wir um denselben eine beliebige Curve, so 
sind in allen Punkten im Inneren derselben entweder P, und 2:3 
beide, oder wenigstens eines derselben gleich Null. Die einzige 
Ausnahme bildet das die 3 Stäbe verbindende Gelenk. Konstruiert 
man das reciproke Diagramm in derselben Weise wie früher im 
Raume, so entspricht dem Gelenke ein Dreieck, dessen Seiten auf 
den Stäben senkrecht stehn und den in den Stäben vorhandenen 
Spannungen proportional sind. Die Fläche dieses Dreiecks gibt den 
Wert des Integrals \ (P, P,dxdy für das Gelenk. 

Der letzte Teil der Abhandlung handelt von dem Gleichgewicht 
elastischer Körper unter der Wirkung äußerer Kräfte, deren Poten- 
tial durch V bezeichnet wird. Die allgemein für Spannungen be- 


liebiger Art geltenden Gleichgewichtsbedingungen werden befriedigt 
durch den Ansatz: 


ae en CA @B_ 
Pas 78 a’ En de" de A dy? " da? i 
ERFR.E FERBME TRIER MORE EN - 
Dys a dydz’ A Veyeare — dede’ Pay E13 dxdz’ 


wo A, B, CO noch beliebige Funktionen von &, y, 2. 
Für die elastischen Verschiebungen wird der Ansatz gemacht: 


1 1 


= u 4- Br O,B= gan B- Pr 38. ERahen)); 


Dadurch ergeben sich für die Funktionen A, B, C die Gleichungen: 
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AA = AB = 0. 


Ferner, wenn man den gemeinsamen Wert dieser Ausdrücke durch 
24 "WB: 00 
D* bezeichnet und 


Fr + A +8 = » setzt: 
3(1+20)2p = 2(2+ 30) 3.D’—6V. 


Ferner gilt die Beziehung 


__. 2(1 +30) 
Din ll, a7Dr, = "2+3® (p—3V). 


Verschwinden die Tangentialspannungen 9, und 9,, so reducieren 
sich die Gleichungen auf folgende: 


Kr Me a 
Pa T p » Pay ad... a 


Für die Dilatationen gelten allgemein die Gleichungen : 


2K(1+0) E- 2,„—-0(p,+2.)- 

Für © = F und V macht Maxwell nun die Ansätze 
A 
dady’  dady 


und wendet 
Fälle an. 


I. Es sei p, = 0, dann wird 


die so entstehenden Gleichungen auf zwei specielle 


d(®@G d’G 
2K(I +9). — 7 0 +(0-1)H\+Y 


| 


IKU+OSB— % E05 G +04) + X, 


wo X und Y willkürliche Funktionen von & und y. Zur Bestimmung 
von @ dient die Gleichung 


d’ d’ dX  dY dH H 
ta) er de * dy el, da’ " dy’ 


lo IB 
pe K < & dp 


488 Gött. gel. Anz, 1891. Nr. 12, 13. 


I. Es sei y = 0, dann gibt die Gleichung 
dy 
2K(1+ ee = 2.0 (p,, 72,)- 


2. = O9(».+P,)- 


Hiermit wird: 


da 


ar — (1— ©) 2.90» 


yy 


und mit Hilfe der Werte von »,, und p», 


r G ?G 
da d ( d@G 7). 


= - — Oo —oO 20 — 
dx da dy [a ) dy’ m® ri EE 


Aus dieser Gleichung läßt sich «, aus der entsprechenden Gleichung 
ß bestimmen; setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung 


+ .) so ergibt sich für @ die Bedingungsgleichung : 
dy dx 
d? d’ 4 dX dY _1-—20/@H &@H 
(de ar y — I-o0\am ta 
welche mit der für den vorhergehenden Fall gefundenen fast iden- 
tisch ist. 

Die durch die Einführung der Airyschen Spannungsfunktion F 
gegebene Methode wendet Maxwell schließlich noch auf zwei specielle 
Beispiele an. In dem ersten handelt es sich um die Verteilung der 
Spannungen in einem Cylinder, welcher längs äquidistanter Kanten 
normal zu der Axe abwechselnden Pressungen und Spannungen unter- 
worfen wird. Die Airysche Funktion für diesen Fall ist: 


4 1 .2p Oo md* 
2 A c08 299; 


es wird 


= — = —rrgin(2p—1)® 


= 7 = — r7cos(2p—1)0 
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2a = -2r—1)r””cos(2p—2)O — —d,, 
Pu = (2r—2)r”"sin(2p9—1) ©. 


Die gefundenen Werte der Spannungskomponenten lassen sich 


y A R ; il ; 
mit Hülfe einer neuen Funktion @ = - r?cosp® in der Form 
) 
d@G 7 
ar) -(E)l=p 
Das ] | dx FD) — P 
d@ dG 
pP, = —- (2p—-1)2- 
dz dy 
darstellen. Nimmt man nun ein Linien-Element, welches einer Curve 
@ = const. angehört, so ergibt sich für die auf dieses Element 
. d@G ne) 
wirkende Normalspannung der Wert — @r-1 (7, 4 en) ", 
ay 
während die Tangentialspapnnung Null wird. Es ist aa GH==.const. 


eine Curve der einen Hauptspannung; ebenso ergibt sich die Glei- 
chung für die zweite Schaar der Hauptspannungslinien, 


H= 3 »’sinp® — const. 


Konstruiert man zu einer bestimmten Linie G = const. mit Hülfe 
der Werte von & und n die entsprechende Linie des receiproken Dia- 
gramms, so entspricht jedem Elemente von @ ein dazu senkrech- 
tes Element der reciproken Linie, welches durch seine Länge die 
ganze auf das erste Element ausgeübte Normalkraft angibt. Wenn 
man aber das reciproke Diagramm konstruiert hat, so kann man 
nun die Beziehung der beiden Diagramme auch umkehren. Man er- 
hält so die Spannungen in einem Cylinder, aus welchem durch zwei 
von seiner Axe ausgehende Ebenen ein Keil ausgeschnitten worden 
ist. Es zeigt sich, daß die Spannung in dem einspringenden Winkel 
unendlich groß wird. Hiebei ist die reciproke Airysche Funktion 
gegeben durch 
9=m-yıHrFf— — 2P m 1 „a c0os2p®. 
2p 
Setzt man 
8 = 00089, 9 = g8in9, 
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so ist 
%) es yarıı 
und 
po = (2p—1)®, 
somit 
2p—1 = 2 
DB — — Z 2P-1 008 —— 
2p * May per Ss 
und 
ah a u 
dn’ Fu dx 


Der letzte in analoger Weise behandelte Fall ist der eines hori- 
zontalen in zwei Punkten unterstützten Balkens, welcher gleichmäßig 
belastet ist und ein konstantes speeifisches Gewicht besitzt. 

Den Schluß der Arbeit bilden drei Tafeln, welche die Resultate 

und Methoden an bestimmten Beispielen erläutern. 
3 Unter den auf die Anwendungen der Mechanik bezüglichen Ar- 
beiten ist noch hervorzuheben ein Aufsatz >On Governors«, in 
welchem die allgemeine Theorie der Moderatoren und Regulatoren 
von Maschinen entwickelt wird. Moderatoren sind Einrichtungen, 
bei welchen der Widerstand, welcher sich der Bewegung entgegen- 
setzt, mit der Geschwindigkeit der Maschine wächst. Dabei hat eine 
Vermehrung der treibenden Kraft auch eine Vermehrung der Ge- 
schwindigkeit zur Folge, aber dieselbe ist geringer, als der Zu- 
wachs, welcher ohne Moderator eintreten würde. Ein Regulator 
entsteht, wenn ein durch Centrifugalkraft bewegter Maschinenteil 
nicht direkt auf die Maschine einwirkt, sondern einen Anschlag in 
Bewegung setzt, durch welchen der Widerstand so lange vermehrt 
wird, als die Geschwindigkeit ihren normalen Wert überschreitet, 
und welcher seine Wirkung umkehrt, wenn die Geschwindigkeit 
unter den normalen Wert sinkt. Die Bewegung einer Maschine zu- 
sammt ihrem Regulator wird im Allgemeinen bestehn aus einer gleich- 
förmigen Bewegung und einer Störung, welche ihrerseits aus ver- 
schiedenen Componenten sich zusammensetzen kann. Was den 
Charakter der Störung anbelangt, so sind von vornherein 4 Mög- 
lichkeiten vorhanden. 

1. Die Störung kann kontinuierlich wachsen. 2. Sie kann 
kontinuierlich abnehmen. 3. Sie kann in einer Oscillation von kon- 
tinuierlich wachsender Amplitude bestehn. 4. Sie besteht in einer 
Oscillation von kontinuierlich abnehmender Amplitude. Nur Be- 
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wegungen der zweiten und vierten Art dürfen bei einem Regulator 
auftreten. Analytisch sind dieselben dadurch charakterisiert, daß 
die reellen Wurzeln einer gewissen, die Bewegung bestimmenden 
Gleichung negativ und ebenso die reellen Teile der imaginären Wur- 
zeln negativ sind. Wenn man durch Veränderungen in der An- 
ordnung einer Maschine die regulierende Kraft mehr und mehr 
steigert, so kommt man zu einer Grenze, bei welcher die Störung, 
statt schnell zu verschwinden, zu einer oscillierenden oder schleu- 
dernden Bewegung wird, deren Heftigkeit wächst, bis der Regulator 
an der Grenze seiner Wirksamkeit angelangt ist. Es entspricht 
dies dem Uebergang des reellen Bestandteiles einer imaginären Wur- 
zel von einem negativen zu einem positiven Werte. 

Analytisch kann der Unterschied zwischen Moderatoren und Re- 
gulatoren in folgender Weise ausgedrückt werden. 

Es sei P die treibende Kraft, A? der Widerstand reduciert auf 
die Umdrehungsaxe der Maschine. YV sei die normale, dx/dt die 
thatsächlich vorhandene Geschwindigkeit, M das Trägheitsmoment. 
Der Moderator sei so eingerichtet, daß er die treibende Kraft um 


N a n (ds ; f 2 | 
eine Größe 7 en Y) vermindere, dann ist die Bewegungsgleichung 
N + 
d dx dx 
M ie Bl r(@- 
dt dt dt 
Woraus 


dx P—-R 
az) V-+ E F ”. 


Die Geschwindigkeit wächst, wenn P wächst oder R abnimmt, 
was die charakteristische Eigenschaft des Moderators ist. 


dx 


Bei einem Regulator wirkt die Kraft F _—V) auf ein un- 


abhängig sich bewegendes Stück B, welches ie treibende Kraft 
kontinuierlich vermindert in einem durch seine ganze Bewegung be- 
dingten Maaße. 


Die Bewegungsgleichung für 2 ist: 


d dy dx 
dt er GERN r & ei v). 


Die für M: 
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d ( AN ur, 7, ( dx " 
(m) = P-R-2 ( =) + @y. 


Aus der ersten Gleichung ergibt sich 


fl ln a 
B Ma F(2—Vt). 
Der Regulator kommt zur Ruhe, wenn x = Vt. Die Maschine 


hat dann ihre normale Geschwindigkeit und verhält sich auch im 
Uebrigen ganz so, als ob keine Störung der treibenden Kraft ein- 
getreten wäre. 

Die Abhandlung enthält des Weiteren Anwendungen dieser all- 
gemeinen Principien auf eine Reihe von wichtigen und interessanten 
Beispielen der praktischen Mechanik. 

Wir können an dieser Stelle noch einen Hinweis auf einen aus 
dem Handbuch des Kensington Museums abgedruckten Artikel >G e- 
neralConsiderationsconcerning Scientific Apparatus« 
einfügen, welcher einen kurzen Abriß der Instrumentenlehre von un- 
gemeiner Klarheit und Prägnanz enthält. 

Indem wir hiermit den Bericht über Gegenstände der allge- 
meinen Mechanik beschließen, wollen wir nicht versäumen, noch auf 
einige Arbeiten hinzuweisen, welche sich auf die Bewegung von 
festen Körpern in einer Flüssigkeit, die Theorie des von Maxwell 
zur Erläuterung der Präcessionserscheinungen konstruierten dynami- 
schen Kreisels beziehen. 

Von hier aus würden wir nun überzugehn haben zu einem 
Gegenstand der himmlischen Mechanik, welcher von Maxwell in einer 
88 Seiten umfassenden Preisschrift gleichfalls in epochemachender 
Weise behandelt worden ist; es ist dies die Stabilität und die 
Bewegung der Ringe des Saturn. Wir müssen uns begnügen 
mit einer ganz kurzen Uebersicht über den Inhalt der Abhandlung. 
Im ersten Teile wird der Ring als ein starrer Körper betrachtet. 
Einer leichten Störung gegenüber ist die Bewegung stabil oder in- 
stabil, je nachdem die Lösungen einer Gleichung von der Form 

du d’u len: a ; 
Aa + Boa + (Cu = 0 in imaginärer oder reeller Form sich dar- 
stellen. Die Coefficienten A, B, C hängen ab von der Verteilung der 
Massen in dem Ringe. Ein gleichförmiger Ring ist labil, ebenso ein 
Ring, dessen Querschnitt nach dem Sinusgesetz variiert. Ein gleichför- 
miger Ring, welcher mit einem schweren Teilchen beladen ist, kann 
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stabil sein, vorausgesetzt, daß die Masse des Teilchens zwischen 
0,816 und 0,828 des Ganzen beträgt. Im zweiten Teile der Abhand- 
lung untersucht Maxwell die Bewegung eines Ringes, dessen Teile 
nicht fest mit einander verbunden sind mit Rücksicht auf die wechsel- 
seitige Anziehung der Teilchen. Es wird angenommen, daß der 
Ring einen kleinen Querschnitt besitze, daß er nahezu kreisförmig 
und von nahezu gleicher Dichte sei und mit nahezu gleichförmiger 
Geschwindigkeit rotiere. Die einzelnen Satelliten bewegen sich re- 
lativ zum Ringe in Ellipsen; die Form des Ringes ist daher in 
jedem Augenblicke eine wellenförmige. Um die Stabilität der Be- 
wegung zu sichern muß zwischen Masse und Zahl der Satelliten und 
Masse des Centralkörpers eine bestimmte Ungleichung erfüllt sein. 
Ist die Stabilitätsbedingung nicht erfüllt, so wird der Ring zerstört, 
indem entweder die Teilchen sich zusammenballen, oder indem die 
Durchmesser der von ihnen beschriebenen Ellipsen stetig wachsen. 
Maxwell untersucht weiter den Fall eines aus Satelliten von ver- 
schiedener Größe bestehenden Rings, sowie eines solchen, in welchem 
die Teilchen ähnlich zerstreut sind, wie die Körner des Hagels, die 
Tröpfehen des Regens oder die Staubteilchen in der Luft. Endlich 
zeigt er, daß ein aus einer inkompressibeln Flüssigkeit bestehender 
Ring aufbrechen und in einen aus einzelnen Satelliten bestehenden 
sich verwandeln würde. Hieran schließt sich dann eine dritte Unter- 
suchung, welche die von zwei Ringen wechselseitig auf einander aus- 
geübten Störungen betrifit. Es ergibt sich, daß durch den Einfluß 
lang andauernder Störungen die Ringe verbreitert werden müssen, 
so daß die äußeren Ringe nach außen, die inneren nach innen ge- 
preßt werden; ein Proceß, welcher schließlich zu der Zerstörung des 
Ringsystems führen muß. 


Geometrie und reine Mathematik 


ist in der Ausgabe der wissenschaftlichen Abhandlungen durch 10 
Nummern mit 95 Seiten vertreten. Wir heben unter denselben her- 
vor einen noch Maxwells Schülerzeit angehörenden Aufsatz über das 
exakte Zeichnen von Ovalcurven, eine Abhandlung über Cykloiden, 
in welcher eine große Zahl von Beispielen derartiger Curven zu- 
sammengestellt ist. Von größerem Interesse ist eine Abhandlung 
über die Transformation unausdehnsamer Flächen durch Biegung. 
Die Fläche wird betrachtet als der Grenzfall eines aus lauter drei- 
seitigen Facetten zusammengesetzten Polyeders. Damit das Problem 
der Biegung ein vollkommen bestimmtes ist, dürfen in jeder Ecke 
des Polyeders nur 4 Facetten zusammenstoßen; denn dann sind 
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durch den räumlichen Winkel, welchen zwei Facetten mit einander 
bilden die räumlichen Winkel zwischen den übrigen bestimmt. Man 
muß somit die dreiseitigen Facetten in die gegebene Fläche so 
hineinlegen, daß je zwei in einer Kante zusammenstoßende Facetten 
in eine Ebene fallen. Man erhält dann ein von vierseitigen Facetten 
begrenztes Polyeder und die beiden Linienschaaren, welche einander 
durchkreuzend die Facetten erzeugen, werden dann Biegungslinien 
genannt. Bezeichnet man als Berührungskegelschnitt die Curve, in 
welcher die Oberfläche ‚durch eine der ursprünglichen dreiseitigen 
Facetten geschnitten wird, so liegen zwei benachbarte Dreiecke in 
einer Ebene und gehören je zwei gegenüberliegende Seiten demsel- 
ben Curvensystem an, wenn sie parallel sind mit zwei konjugierten 
Durchmessern des Kegelschnitts. Die beiden durch einen Punkt 
gehenden Biegungslinien müssen somit konjugierten Durchmessern 
des Berührungskegelschnittes parallel sein. Sind zwei Formen ge- 
geben, in welche eine und dieselbe Fläche durch Biegen gebracht 
werden kann, und bringt man dieselben mit zwei entsprechenden 
Punkten zur Berührung, so daß auch entsprechende Tangenten zu- 
sammenfallen, so sind die Biegungslinien parallel den gemeinsamen 
konjugierten Durchmessern der Berührungskegelschnitte. An diese 
Grundvorstellungen schließt Maxwell eine Reihe von weiteren Sätzen 
und analytischen Entwickelungen, mit Bezug auf welche wir auf das 
Original verweisen. Aus der Zahl der übrigen Mitteilungen geome- 
trischen Inhaltes möge noch die Beschreibung eines sinnreich kon- 
struierten Planimeters hervorgehoben werden, welches namentlich 
durch die große Einfachheit der zu Grunde liegenden geometrischen 
Beziehungen ausgezeichnet ist. 


Wir beschließen hiermit den Bericht über die selbständigen 
wissenschaftlichen Abhandlungen Maxwells; nächst diesen sind ‘von 
hervorragender Bedeutung die zusammenfassenden Darstellungen, 
welche der britischen Eneyklopädie entnommen sind. Es sind im 
Ganzen 8 Aufsätze mit zusammen 161 Seiten. Eine sehr ausführ- 
liche Darstellung ist der Atomenlehre gewidmet; in nächster 
Beziehung dazu steht der Aufsatz über die Constitution der 
Körper, welcher sich insbesondere mit den Erscheinungen der 
elastischen Nachwirkung beschäftigt, und über den Aether, wel- 
cher unter anderem die Frage nach der relativen Bewegung und 
der Constitution des Aethers behandelt. Umfangreiche Aufsätze 
enthalten die Lehre von der Capillarität’ und der Diffusion; 
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kleinere Artikel behandeln die Lehre von der Anziehung, 
die Bedeutung der Diagramme und der Fourierschen Rei- 
hen. An das Vorhergehende schließt sich an eine Reihe öffent- 
licher Reden und ein paar kleinere Aufsätze allgemeineren Inhaltes, 
unter welchen ein auf der Versammlung der British Association ge- 
haltener Vertrag über Moleküle, ein in der chemischen Gesell- 
schaft zehaltener über die Molekulare Constitution der 
Körper, die Rede bei Uebernahme der Professur in Cambridge 
und ein populärer Vortrag über das Telephon genannt werden mö- 
gen. Alle diese Darstellungen sind ausgezeichnet durch ihre An- 
schaulichkeit und Klarheit; eine Menge von anregenden Bemerkungen 
ist in denselben zerstreut, auch auf Altbekanntes wird neues und 
eigentümliches Licht geworfen. Zuweilen tritt in liebenswürdigster 
Weise der Maxwell eigene Humor, die poetische Seite seiner Natur 
hervor und durch die Strenge der mathematisch-physikalischen Ent- 
wickelung hindurch öffnet sich ein Blick in den tiefen Grund seiner 
philosophischen und religiösen Ueberzeugung. Erwähnen wir nun 
zum Schluß noch 3 biographische Notizen, von welchen zwei Faraday, 
eine Helmholtz gewidmet ist, und eine Zahl von 16 Anzeigen und 
Beriehten über fremde Arbeiten, welche zusammen 128 Seiten um- 
fassen, so haben wir unsere Uebersicht über die in der vorliegenden 
Ausgabe vereinigten Arbeiten vollendet. Wenn wir dabei den Rah- 
men einer Anzeige in Etwas überschritten und zum Teil eine etwas 
freiere Darstellung gewählt haben, so geschah es, weil wir glaubten, 
einzelne Inkorrektheiten in den Entwickelungen Maxwells beseitigen 
und den Lernenden eine gewisse Hülfe bei dem Studium der Max- 
wellschen Werke gewähren zu können. Der Zweck der vorstehen- 
den Mitteilungen aber ist erreicht, wenn sie dazu beitragen, daß 
Maxwell bei uns ebenso viel gelesen als bewundert wird. 


Die Ausgabe selbst ist von Herrn Niven besorgt und bildet 
auch nach der Seite der äußeren Gestaltung ein würdiges Denkmal 
des britischen Forschers. Sie ist geschmückt mit den Bildnissen 
von Maxwell, von Faraday und Helmholtz. In der Einleitung ent- 
wirft der Herausgeber ein ansprechendes Bild von dem äußerlich 
einfachen Lebensgange und der umfassenden wissenschaftlichen Thä- 
tigkeit Maxwells. Die Arbeiten selbst sind in den beiden Bänden 
im Wesentlichen chronologisch geordnet; für einen Neudruck würde 
die Angabe der Jahreszahl der einzelnen Veröffentlichungen er- 
wünscht sein. 
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zelegentlich sind noch die folgenden Druckfehler angemerkt 
worden: 


( 


e A ( 
Bd. I. p. 307 Gleichung, (29) 2 o* statt 7° 


Bd. I. p. 50 - (50) M; statt M1. 
An dp dp 
5 E 81) Xo,——: statt Xo, Pi. 
p- 58 | (81) Xe, Er statt Xoe, Ir 
l 
p- 201 - (19) 2n (6 + ıy statt n 
dz dz 
p- 383 - LO MV SSUALE Ve: 
0! B (5) ist x, vor dem Integralzeichen zu 


streichen. 
D. 552 - Zeile 10 CA statt CC. 
Göttingen April 1891. Riecke. 


Zur Beachtung. 


Es wird bei unserem Blatte als selbstverständlich betrachtet, 
daß, wer ein Werk in ihm recensiert, das gleiche Werk nicht noch 
einmal anderwärts recensiert — auch nicht in kürzerer Form. 

Da diese wiederholt abgegebene Erklärung das Erscheinen von 
Doppelrecensionen noch immer nicht zu verhindern vermocht hat, 
sehen wir uns zu der weiteren gezwungen, daß wir in Zukunft mit 
jedem der Herrn Recensenten, der das gleiche Buch noch an einem 
zweiten Orte besprechen sollte, die Verbindung abbrechen müßten. 

Die Direction. 
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